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Κεφάλαιο 1. Εισαγωγή 
 
Σύνολα 
 
Άσκηση 1. (Πράξεις µεταξύ συνόλων) 
Θεωρείστε τις παρακάτω δύο εκφράσεις : 

“Linear Algebra” 
“Calculus of variations” 

Να δηµιουργηθούν δύο σύνολα Α,Β που το καθένα θα περιέχει τα γράµµατα που 
παρουσιάζονται σε κάθε έκφραση. Στη συνέχεια να βρεθεί η τοµή των συνόλων και η 
ένωση των συνόλων Α,Β καθώς και τον αριθµό φορών που εµφανίζεται το κάθε 
γράµµα στις παραπάνω εκφράσεις.  
 
Απάντηση.  
Η εντολή Characters µας επιτρέπει να πάρουµε σε µορφή λίστας τα γράµµατα που 
απαρτίζουν µια έκφραση. Έτσι θα έχουµε 
 
A = Characters@"Linear Algebra"D  
8L, i, n, e, a, r, , A, l, g, e, b, r, a<  
B= Characters@"Calculus of variations"D  
Η τοµή των δύο συνόλων γίνεται µε την συνάρτηση Intersection όπως παρακάτω : 
 
Intersection@A, BD  
8 , a, i, l, n, r<  
 
ενώ η ένωση των δύο συνόλων, µε την µαθηµατική έννοια γίνεται µέσω της 
συνάρτησης Union : 
 
Union@A, BD  
8 , a, A, b, c, C, e, f, g, i, l, L, n, o, r, s, t, u, v<  
 
Παρατηρήστε ότι τα κεφαλαία και τα µικρά γράµµατα επειδή έχουν διαφορετική 
κωδικοποίηση στον Η/Υ θεωρούνται διαφορετικά γράµµατα. Αν θέλουµε να δούµε το 
πλήθος φορών που εµφανίζεται o χαρακτήρας “a” στην λίστα Α θα πρέπει να 
χρησιµοποιήσουµε την συνάρτηση Count όπως παρακάτω : 
 
Count@A, "a"D  
2 

■ 
Πραγµατικοί και Μιγαδικοί αριθµοί 
Άσκηση 2. Να υπολογιστούν συµβολικά αλλά και προσεγγιστικά οι παρακάτω 
παραστάσεις στο Mathematica : 
 

3 6sin ,cos , ,
12 6

i i

e e
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Απάντηση. Στόχος της άσκησης αυτής είναι να εξοικειώσει τον φοιτητή µε γνωστές 
σταθερές στο Mathematica. Πολύ χρήσιµες µπορούν για τον σκοπό αυτό να φανούν 
οι παλέτες που διαθέτει το Mathematica και στις οποίες µπορεί να έχει πρόσβαση ο 



φοιτητής κάνοντας την επιλογή File->Palettes->(BasicInput, BasicTypesetting κ.λ.π.). 
Επιλέγοντας εικονίδια από τις παλέτες µπορεί να δηµιουργήσει και την πιο σύνθετη 
έκφραση. Παρακάτω δίνουµε την µορφή µερικών από αυτές : 
 
 

 
 

 
BasicInput Basic Calculations Basic Typesetting 

 
Στο παράδειγµα µας θα µπορούσαµε να βρούµε την συνάρτηση του ηµίτονου (Sin[]) 
και του συνηµίτονου (Cos[]) από την παλέτα Basic Calculations : 
 



 
Επιλέγοντας τα δεξιά τριγωνικά βέλη, οδηγούµαστε σε υποµενού, ενώ επιλέγοντας τα 
κάτω τριγωνικά βέλη αναδιπλώνουµε τα µενού που έχουν σχηµατισθεί. Κάνοντας 
κλίκ στη συνάρτηση Sin[] εµφανίζεται η συνάρτηση του ηµιτόνου που αναζητούµε. 
Καλό όµως θα είναι να εξοικειωθούµε µε µερικές γνωστές συναρτήσεις. Σταθερές 
όπως το π (Pi) και το e (E) µπορούµε να τις επιλέξουµε από την παλέτα BasicInput. 
Έτσι η λύση στο παράδειγµα που ψάχνουµε θα είναι : 
 
SinA π

12
E

 
−1 +

è!!!!3
2è!!!!2  

 
Μια αριθµητική προσέγγιση του παραπάνω µπορούµε να πάρουµε χρησιµοποιώντας 
την συνάρτηση Ν[παράσταση] ή Ν[παράσταση, πλήθος σηµαντικών ψηφίων] : 
 
NASinA π

12
E, 10E

 
0.2588190451 
 
Έτσι για τα υπόλοιπα θα έχουµε : 
 
9CosAPi

6
E,

π
3 ,

π
6 =

 
:
è!!!!3

2
, πê3, πê6>

 
N@%D  
90.866025, 2.718280.333333 π, 2.718280.166667 π=  
 
Παραπάνω χρησιµοποιήσαµε το {} για να σχηµατίσουµε µια λίστα µε αντικείµενα τις 
3 παραστάσεις, ενώ στη συνέχεια χρησιµοποιήσαµε το σύµβολο % για να 
αναφερθούµε στο αποτέλεσµα της προηγούµενης παράστασης (προκειµένου να µην 
την ξαναγράψουµε). Θα µπορούσαµε να αναφερθούµε στην προ-προηγούµενη 
παράσταση µε το σύµβολο %% ή στην παράσταση που έχει µπροστά της τον 
συµβολισµό Out[1] µε τον χαρακτηρισµό %1 π.χ. Ν[%1].    ■ 



 
1.3 Απεικονίσεις 
Άσκηση 3. Να ορισθεί η συνάρτηση 

( ) 2 5 6f x x x= − +  

και στη συνέχεια να εµφανίσετε τις εικόνες των { }0,1,5 . 
Απάντηση. Η συνάρτηση θα ορισθεί µε τον παρακάτω τρόπο : 
 
f@x_D:= x2 − 5 x+ 6  
 
Το σύµβολο _ στο όρισµα της συνάρτησης δηλώνει ότι η συνάρτηση θα υπολογίζεται 
για κάθε x. Στην θέση δηλαδή του x µπορεί να µπει οποιοσδήποτε αριθµός αλλά και 
οποιαδήποτε παράσταση. Παρατηρούµε ότι ανάµεσα στο όνοµα της συνάρτησης και 
την τιµή της υπάρχει το :=  το οποίο δηλώνει ότι η τιµή της παράστασης θα 
υπολογισθεί εφόσον τοποθετηθεί το x και µετά (εκ των υστέρων) σε αντίθεση µε το 
σύµβολο = το οποίο πρώτα υπολογίζει την τιµή της συνάρτησης (µε τον ορισµό της) 
και στη συνέχεια γίνεται απλώς αντικατάσταση του x. 
 
g@x_D = ExpandAHx+ 1L2E  
1+ 2 x + x2  
g@a− 1D  
1+ 2H−1 + aL + H−1 + aL2  
 
w@x_D:= ExpandAHx+ 1L2E  
w@a− 1D  
a2  
 
Για να υπολογίσουµε τις τιµές της συνάρτησης για τα στοιχεία της λίστας {0,1,5} 
χρησιµοποιούµε την συνάρτηση Map[συνάρτηση, λίστα] 
 
Map@f, 80, 1, 5<D  
86, 2, 6<  
 
Παρατηρήστε ότι χρησιµοποιώ µόνο το όνοµα της συνάρτησης f και όχι f[x].  ■ 
 
1.4 Πολυώνυµα και πολυωνυµικές εξισώσεις 

Τα πολυώνυµα στο MATHEMATICA.  
Οι συναρτήσεις Expand[] και Factor[] µας βοηθούν όπως φαίνεται και στο παρακάτω 
παράδειγµα στην εύρεση του αναπτύγµατος και στην παραγοντοποίηση 
παραστάσεων, όχι κατά ανάγκη πολυωνυµικών πάντα. 
 
Παράδειγµα.  
α) Να υπολογισθεί το ανάπτυγµα του ( )51x + , 

β) Να παραγοντοποιηθεί το πολυώνυµο ( ) ( ) ( )3 3 3a b b c c a− + − + − , 

γ) Να βρεθεί η λύση της πολυωνυµικής εξίσωσης ( ) ( ) ( )2 2 23 3 5 5 8 8x x x+ + + = + , 
 
Απάντηση. 



α) Το ανάπτυγµα µιας παράστασης υπολογίζεται µε την συνάρτηση 
Expand[παράσταση]. 
 
ExpandAHx+ 1L5E  
1+ 5 x + 10 x2 + 10 x3 + 5 x4 + x5  
 
β) Η παραγοντοποίηση µιας παράστασης υπολογίζεται µε την συνάρτηση 
Factor[παράσταση]. 
 
FactorAHa− bL3 + Hb− cL3 + Hc− aL3E  
−3Ha − bL Ha − cL Hb − cL  
 
γ) Η επίλυση µιας πολυωνυµικής εξίσωσης γίνεται µε την Solve[εξίσωση,µεταβλητή]. 
 
SolveA3 Hx+ 3L2 + 5 Hx+ 5L2 8 Hx+ 8L2, xE  
88x → −6<<  
 
Θα πρέπει να παρατηρήσετε προσεχτικά την σύνταξη της Solve : α) το πρώτο όρισµα 
είναι η εξίσωση στην οποία έχω δύο ίσον (==), β) το δεύτερο όρισµα είναι η 
µεταβλητή ως προς την οποία θα λύσω την εξίσωση. Θα µπορούσα να έχω και 
σύστηµα εξισώσεων π.χ. 
 
SolveA9x

3
+

y
2

==
4
3

,
x
y

−
1
2

== 0=, 8x, y<E
 

88x → 1, y → 2<<  
 
όπου τώρα οι εξισώσεις και τα ορίσµατα τοποθετούνται µέσα σε άγκιστρο. Στην 
περίπτωση που η συνάρτηση Solve δεν µπορέσει να λύσει συµβολικά το πρόβληµα, 
τότε χρησιµοποιούµε την NSolve µε την ίδια ακριβώς σύνταξη, ενώ αν η εξίσωση δεν 
λύνεται αλγεβρικά χρησιµοποιούµε την FindRoot δίνοντας µια αρχική προσέγγιση 
της ρίζας της εξίσωσης : 
  
SolveAx6 + 5 x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 0, xE  
88x → Root@1+ #1 + #12 + #13 + #14 + 5 #15 + #16 &, 1D<,
8x → Root@1+ #1 + #12 + #13 + #14 + 5 #15 + #16 &, 2D<,
8x → Root@1+ #1 + #12 + #13 + #14 + 5 #15 + #16 &, 3D<,
8x → Root@1+ #1 + #12 + #13 + #14 + 5 #15 + #16 &, 4D<,
8x → Root@1+ #1 + #12 + #13 + #14 + 5 #15 + #16 &, 5D<,
8x → Root@1+ #1 + #12 + #13 + #14 + 5 #15 + #16 &, 6D<<  

 
Η συνάρτηση Root[f,k] αναφέρεται στην k ρίζα της εξίσωσης f[x]=0. 
 
NSolveAx6 + 5 x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 0, xE  
88x → −4.82836<, 8x → −0.692265<, 8x → −0.268597 − 0.648486 <,
8x → −0.268597 + 0.648486 <, 8x → 0.52891 − 0.572276 <, 8x → 0.52891 + 0.572276 <<  

 
NSolve@8Log@xD+ Log@yD 2, x − y == 2<, 8x, y<D  
Solve ::tdep  :  The equations appear to involve the

variables to be solved for in an essentially non −algebraic way . More…  
NSolve@8Log@xD+ Log@yD 2, x − y 2<, 8x, y<D  
 



FindRoot@8Log@xD+ Log@yD 2, x − y == 2<, 8x, 1<, 8y, 1<D  
8x → 2.78497, y → 2.65319<  

■ 
Ας προσπαθήσουµε να λύσουµε το παράδειγµα 1.5.11.3 µε την βοήθεια της 
συνάρτησης Root[f,k]. 
 
Παράδειγµα. 
Έστω ότι 1 2 3, ,a a a ∈C  είναι οι ρίζες του πολυωνύµου 3 2( ) 2 3 4.f x x x x= + + +  

a. Υπολογίστε την παράσταση 
1 2 3

1 1 1
a a a
+ + . 

b. Να βρεθεί ένα πολυώνυµο που έχει ρίζες τις 
1 2 3

1 1 1, ,
a a a

 

Απάντηση 
 
α) 
In[1]:=

1
Root@2 #3 + #2 +3 #+ 4 &, 1D +

1
Root@2 #3 + #2 + 3 #+4 &, 2D +

1
Root@2 #3 + #2 + 3 #+ 4&, 3D êêSimplify

Out[1]= -
3
4  

 
β) 
In[2]:= i

k
jjs−

1
Root@2 #3 + #2 + 3 #+ 4&, 1D

y
{
zz i
k
jjs−

1
Root@2 #3 +#2 +3 #+ 4 &, 2D

y
{
zz i
k
jjs−

1
Root@2 #3 + #2 + 3 #+ 4&, 3D

y
{
zz êê Simplify

Out[2]=
1
4

I4s3 + 3s2 + s + 2M  
 
Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την εντολή Root[] για να απεικονίσουµε τις ρίζες 
µιας πολυωνυµικής εξίσωσης, όπως φαίνεται παρακάτω : 
 
In[1]:= n= 5; s =Table@8Re@Root@#n-1, kDD, Im@Root@#n-1, kDD<, 8k, 1, n<D;  
 
Η παραπάνω εντολή δηµιουργεί µια λίστα µε το πραγµατικό και φανταστικό µέρος 
των ριζών της εξίσωσης 5 1 0z − =  (αλλάζοντας το n, µπορούµε να ενεργήσουµε 
αντίστοιχα για µεγαλύτερου βαθµού εξισώσεις). 



In[2]:= ListPlot@s, PlotStyle→ PointSize@0.02D, AspectRatio→ 1D
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Η παραπάνω εντολή απεικονίζει τα σηµεία µε µέγεθος 0.02 και κρατάει την αναλογία 
των αξόνων x-y σταθερη και ίση µε 1. Παρακάτω δίνουµε ένα ακόµα παράδειγµα για 
n=20 (τι παρατηρείται ;) 
 
In[3]:= n= 20; s =Table@8Re@Root@#n-1, kDD, Im@Root@#n-1, kDD<, 8k, 1, n<D;

In[4]:= ListPlot@s, PlotStyle→ PointSize@0.02D, AspectRatio→ 1D
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Η εύρεση του πηλίκου και υπόλοιπου διαίρεσης πολυωνύµων γίνεται µε τις 
συναρτήσεις PolynomialQuotient[] και PolynomialRemaider[]. Έστω για παράδειγµα 
ότι θέλουµε να υπολογίσουµε το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης των 
πολυώνυµων 4 3( ) 2 3f x x x x= − + − , 2( ) 1g x x= − . Θα έχουµε : 
 



In[1]:= PolynomialQuotientAx4 − x3 + 2 x−3, x2 − 1, xE

Out[1]= x2 - x + 1  
 
In[2]:= PolynomialRemainderAx4 − x3 + 2 x−3, x2 − 1, xE

Out[2]= x- 2  
 

  
1.5 Μαθηµατική επαγωγή 
 
Άσκηση 5. Να δειχθεί η σχέση 

( )
1 1 1

1 2 2 3 1 1
n

n n n
+ + + =

× × + +
 

Απάντηση. Το Mathematica δεν είναι σε θέση να αποδεικνύει σχέσεις, αλλά µπορεί 
να υπολογίζει παραστάσεις. Συνεπώς στην παραπάνω παράσταση µπορούµε µε την 
συνάρτηση Sum[όρος,{µεταβλητή,αρχή,τέλος}] να υπολογίσουµε το άθροισµα που 
βρίσκεται αριστερά του ίσον : 
 
SumA 1

i Hi+ 1L, 8i, 1, n<E
 n

1 + n  
 
αποδεικνύοντας το ζητούµενο της άσκησης. Ο παραπάνω τρόπος δεν δουλεύει όµως 
σε όλες τις ασκήσεις, όπου η επαγωγή είναι απαραίτητη. Ας υποθέσουµε για 
παράδειγµα ότι θέλουµε να δείξουµε ότι 2 2 1, 3n n n> + ≥ . Η συνάρτηση του 
Mathematica η οποία λύνει ανισότητες είναι η InequalitySolve[] (έχει την ίδια 
σύνταξη µε την Solve[]) η οποία όµως βρίσκεται στο πακέτο συναρτήσεων Algebra, 
το οποίο θα πρέπει πρώτα να καλέσουµε προκειµένου να εκτελέσουµε την συνάρτηση 
αυτή (∆εν υπάρχουν όλες οι συναρτήσεις φορτωµένες στον πυρήνα του Mathematica. 
Ένα σύνολο συναρτήσεων θα πρέπει να καλούνται ξεχωριστά.) Συνεπώς θα έχουµε : 
 
<< Algebrà  
InequalitySolve@2n > 2 n+ 1, nD  
InequalitySolve ::npi  :  

A nonpolynomial equation or inequality encountered . The solution set may be incorrect .  
n > 2.65986 
 
Το σύµβολο //Ν που εµφανίζεται στο τέλος της εντολής δηλώνει ότι θα πρέπει στην 
εντολή να εφαρµοσθεί η συνάρτηση Ν[], δηλαδή να πάρουµε προσεγγιστικά 
αποτελέσµατα. Η παραπάνω απάντηση αφήνει ανοικτό το ενδεχόµενο τα 
αποτελέσµατα να µην είναι σωστά µιας και έχουµε µια µη πολυωνυµική ανίσωση. Η 
γραφική παράσταση της 2 2 1n n− −  µας δίνει επίσης µια εικόνα για το αν η ανισότητα 
ικανοποιείται η όχι χωρίς όµως να εγγυάται τα αποτελέσµατα µιας και δεν µπορούµε 
να εξαντλήσουµε το πεδίο τιµών της συνάρτησης : 
 
Plot@2n − 2 n− 1, 8n, 0, 5<D  



1 2 3 4 5

2

4
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8

 
 
Η συνάρτηση Plot[] δέχεται ως πρώτο όρισµα την συνάρτηση f(n) και ως δεύτερο 
όρισµα το πεδίο τιµών της συνάρτησης (το n παίρνει τιµές από 0 έως 5).  ■ 
 
 
Άσκηση 6. Να δειχθεί ότι δεν ισχύει η παρακάτω εικασία : 
«Οι αριθµοί της µορφής 2 1p −  όπου p πρώτος αριθµός είναι πρώτοι» 
 
Απάντηση. Παρόλο που το Mathematica δεν µπορεί να αποδείξει µε επαγωγή τις 
σχέσεις που του δίνουµε, µπορεί παρόλα αυτά να απορρίψει εικασίες που του ζητάµε 
να δείξει ότι δεν ισχύουν. Στο παραπάνω παράδειγµα θα µπορούσαµε να δίνουµε 
τιµές στον p από τους πρώτους αριθµούς και να ελέγχουµε αν οι αριθµοί της µορφής 
2 1p −  είναι πρώτοι. Θα σταµατήσουµε όταν βρούµε τον πρώτο µη πρώτο αριθµό. Οι 
συναρτήσεις που θα µας χρειασθούν είναι οι : α) Prime[i] που υπολογίζει τον i πρώτο 
πρώτο αριθµό, και β) PrimeQ[k] που ελέγχει αν ο k είναι πρώτος αριθµός, 
απαντώντας µε True ή  False αντίστοιχα. 
 
i= 1;
WhileAPrimeQA2Prime@iD − 1E, ++iE;

i
FactorIntegerA2Prime@iD − 1E  
5 
8823, 1<, 889, 1<<  
 
Στην πρώτη γραµµή του προγράµµατος δίνουµε στο I την τιµή 1, ώστε να ξεκινήσει ο 
έλεγχος από τον αριθµό 22 1−  όπου Prime[1]=2. Στην δεύτερη γραµµή, όσο ο 
αριθµός Pr [ ]2 1ime i −  είναι πρώτος, προχωρούµε επιλέγοντας τον επόµενο πρώτο πρώτο 
αριθµό θέτοντας ++i ή ισοδύναµα i=i+1 (δηλ. την επόµενη τιµή του i). Στην Τρίτη 
γραµµή εκτυπώνουµε ποιος στη σειρά από τους πρώτους αριθµούς είναι αυτός για 
τον οποίο δεν ικανοποιείται η εικασία (είναι ο 5ος δηλ. Prime[5]=23*89). Μπορείτε να 
υπολογίσετε ποιος είναι ο αµέσως επόµενος αριθµός για τον οποίον δεν ικανοποιείται 
η εικασία ;        ■ 
 



Κεφάλαιο 2. Γραµµικά συστήµατα. 
 
1. Γραµµικά συστήµατα. 
 
Άσκηση 1. Να λυθεί το παρακάτω σύστηµα : 

2

1ax y z
x ay z a
x y az a

+ + =
+ + =

+ + =

 

Να γίνει πλήρης διερεύνηση για τις τιµές του α. 
 
Απάντηση. Η συνάρτηση που επιλύει συστήµατα είναι η Solve[] η οποία δέχεται δύο 
ορίσµατα : α) την(ις) εξίσωση(εις) που θέλουµε να επιλύσουµε, και β) την(ις) 
µεταβλητή(ές) ως προς τις οποίες θέλουµε να λύσουµε την εξίσωση(εις). Στην 
περίπτωση που έχουµε πάνω από µια εξισώσεις θα πρέπει να τις τοποθετήσουµε σε 
άγκιστρο. Το ίδιο ισχύει και για τις µεταβλητές ως προς τις οποίες θέλουµε να 
πάρουµε την λύση. Η συνάρτηση Solve[] δεν κάνει διερεύνηση. Αντίθετα η 
συνάρτηση Reduce[] που έχει την ίδια σύνταξη µε την Solve[] κάνει επιπλέον και 
διερεύνηση.  
 
ReduceA9ax+ y+ z 1, x+ a y+ z a, x+ y+ az a2=, 8x, y, z<E  
a 1&& z 1 − x − y»» H−1 + aL H2 + aL ≠ 0 && x

−1 − a
2 + a

&& y 1 + x && z 1 − a x− y
 

 
Παρατηρήστε ότι µεταξύ των a,x αφήνω ένα κενό το οποίο το Mathematica το 
καταλαβαίνει ως το σύµβολο του πολ/µου. ∆ιαφορετικά θα µπορούσα να 
χρησιµοποιήσω τον τελεστή του πολ/µου *. Επίσης δεν χρησιµοποιώ το σύµβολο της 
ισότητας =, αλλά δύο φορές τον τελεστή αυτόν = =. Ο τελεστής της δύναµης είναι ο ^ 
ή µπορώ να χρησιµοποιήσω τον συνδυασµό των πλήκτρων Ctrl+^. 
Η λύση που έχω είναι : α) όταν α=1 η 1z x y= − − , και β) αν 

( )( )1 2 0 1 2a a a a− + ≠ ⇔ ≠ ∧ ≠ −  η λύση είναι : 1 , 1 , 1
2

ax y x z ax y
a

− −
= = + = − −

+
. 

Προφανώς δεν υπάρχει λύση για α=-2.      ■ 
 
 
2. Μέθοδος απαλοιφής του Gauss. 
 
Άσκηση 2. Να λυθεί το παρακάτω σύστηµα µε την µέθοδο απαλοιφής του Gauss. 

2 3
2 2 3 5

5

x y z
x y z

x y

+ + =
+ + =

− =
 

Απάντηση. Το παραπάνω σύστηµα γράφεται σε µορφή πινάκων ως : 
1 1 2 3
2 2 3 5
1 1 0 5

X BA

x
y
z

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

∆ίνουµε στο Mathematica, τον πίνακα Α, 



 
A = 881, 1, 2<, 82, 2, 3<, 81, −1, 0<<  
i

k

jjjjjj

1 1 2
2 2 3
1 -1 0

y

{

zzzzzz
 

 
και τον πίνακα Β, 
 
B= 883<, 85<, 85<<  
i

k

jjjjjj

3
5
5

y

{

zzzzzz
 

 
Στη συνέχεια παίρνω τον σύνθετο πίνακα [ ]M A B= , χρησιµοποιώντας την 
συνάρτηση AppendRows[] από το πακέτο συναρτήσεων LinearAlgebra του 
Mathematica το οποίο και καλώ πρώτα : 
 
<< LinearAlgebrà  
M = AppendRows@A, BD  
i

k

jjjjjj

1 1 2 3
2 2 3 5
1 -1 0 5

y

{

zzzzzz
 

 
Παρακάτω δίνουµε ένα πρόγραµµα στο Mathematica (από τον Prof. John Mathews, 
http://math.fullerton.edu/mathews/) το οποίο εφαρµόζει την µέθοδο του Gauss. 
 
In[53]:= GaussJordan@A0_D:=

ModuleA 8A = A0, i, k, p, n<,

n= Dimensions@A0D@@1DD;
Print@"The compound matrix is −> ", MatrixForm@ADD;
ForA p= 1, p≤ n, p++,

For@k= p+ 1, k ≤ n, k++,
If@ Abs@APk,pTD > Abs@APp,pTD,

AP8p,k<T = AP8k,p<T; Print@"Change row ", k, " with row ", p, "−>", MatrixForm@ADD;D;D;

Print@"Hrow ", p, "LêH", A@@p, pDD, "L−>"D; APpT =
APpT

APp,pT
; Print@MatrixForm@ADD;

For@i= 1, i≤ n, i++,
If@i≠ p,

Print@"Hrow ", i, "L−", " Hrow ", p, "L ∗H ", A@@i, pDD, "L−>"D;
APiT = APiT − APi,pT APpT; Print@MatrixForm@ADD;D;

D;E;

Return@ A D;E  
 
2η γραµµή. Ορισµός τοπικών µεταβλητών. 
3η γραµµή. Υπολογισµός του πλήθους των γραµµών του πίνακα Α0. 
5η γραµµή. Από την p=1η ως και την p=n-οστή στήλη κάνε τα εξής : 

6η γραµµή. Από την k=p+1 γραµµή έως και την k=n γραµµή κάνε τα εξής : 
7η γραµµή. Αν η απόλυτη τιµή του στοιχείου Α[k,p] είναι απολύτως 
µεγαλύτερη από την απόλυτη τιµή του στοιχείου A[p,p] τότε άλλαξε την 
γραµµή k µε την γραµµή p.  

9η γραµµή. ∆ιαίρεσε την γραµµή p µε το στοιχείο A[p,p]. 



10η γραµµή. Σε όλες τις γραµµές i εκτός από την p γραµµή, αφαίρεσε την 
γραµµή p πολλαπλασιασµένη επί το στοιχείο A[i,p]. 

 
Εφαρµόζοντας το παραπάνω πρόγραµµα θα έχουµε : 
 
GaussJordan@MD  
 

The compound matrixis ->
i

k

jjjjjj

1 1 2 3
2 2 3 5
1 -1 0 5

y

{

zzzzzz
 

 

Change row 2 with row 1->
i

k

jjjjjj

2 2 3 5
1 1 2 3
1 -1 0 5

y

{

zzzzzz
 

 
Hrow 1LêH2L->

i

k

jjjjjjjj

1 1 3
2

5
2

1 1 2 3
1 -1 0 5

y

{

zzzzzzzz
 

 
Hrow 2L- Hrow 1L *H 1L->

i

k

jjjjjjjjjjj

1 1 3
2

5
2

0 0 1
2

1
2

1 -1 0 5

y

{

zzzzzzzzzzz
 

 
Hrow 3L- Hrow 1L *H 1L->

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1 1 3
2

5
2

0 0 1
2

1
2

0 -2 - 3
2

5
2

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

 

Change row 3 with row 2->

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1 1 3
2

5
2

0 -2 - 3
2

5
2

0 0 1
2

1
2

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

 
Hrow 2LêH-2L->

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1 1 3
2

5
2

0 1 3
4

- 5
4

0 0 1
2

1
2

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

 
Hrow 1L- Hrow 2L *H 1L->

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1 0 3
4

15
4

0 1 3
4

- 5
4

0 0 1
2

1
2

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 



 
Hrow 3L- Hrow 2L *H 0L->

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1 0 3
4

15
4

0 1 3
4

- 5
4

0 0 1
2

1
2

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

 
Hrow 3LêH

1
2

L->

i

k

jjjjjjjjjjj

1 0 3
4

15
4

0 1 3
4

- 5
4

0 0 1 1

y

{

zzzzzzzzzzz
 

 
Hrow 1L- Hrow 3L *H

3
4

L->

i

k

jjjjjjjj

1 0 0 3
0 1 3

4
- 5

4
0 0 1 1

y

{

zzzzzzzz
 

 
Hrow 2L- Hrow 3L *H

3
4

L->

i

k

jjjjjj

1 0 0 3
0 1 0 -2
0 0 1 1

y

{

zzzzzz
 

 
i

k

jjjjjj

1 0 0 3
0 1 0 -2
0 0 1 1

y

{

zzzzzz
 

 
Η λύση του παραπάνω συστήµατος προκύπτει από την τελευταία στήλη του πίνακα 
Μ δηλ. είναι x=3, y=-2 και z=1. Το παραπάνω σύστηµα θα µπορούσε να λυθεί και µε 
την συνάρτηση LinearSolve[] που δέχεται ως πρώτο όρισµα τον πίνακα Α και ως 
δεύτερο όρισµα τον πίνακα Β, 
 
LinearSolve@A, BD  
883<, 8−2<, 81<<  

■ 
 
3. Γεωµετρική σηµασία γραµµικών συστηµάτων. 
 
Άσκηση 3.  
α) Να σχεδιασθούν οι ευθείες : 

1
2 4
x y

x y
− = −
+ =

 

β) Να σχεδιασθούν οι ευθείες : 
1

1
x y
x y
− = −
− =

 



γ) Να σχεδιασθούν οι ευθείες : 
6 3 6
2 2
x y
x y

− + = −
− =

 

 
Απάντηση.  
α) Μπορούµε να κάνουµε χρήση της συνάρτησης ImplicitPlot[], η οποία δέχεται δύο 
ορίσµατα : α) την(ις) εξισώση(εις) της(ων) καµπύλης(ων) που θέλουµε να 
σχεδιάσουµε, β) το πεδίο ορισµού για το οποίο θα γίνει η γραφική παράσταση. Η 
συνάρτηση ImplicitPlot[] ανήκει στο πακέτο Graphics το οποίο και θα πρέπει να 
καλέσουµε πρώτο. 
 
<< Graphics̀  
ImplicitPlot@8x− y −1, 2 x+ y 4<, 8x, −2, 2<D  

-2 -1 1 2

2

4

6

8

 
 Graphics  

Παρατηρούµε ότι οι δύο παραπάνω ευθείες έχουν ένα κοινό σηµείο τοµής, το οποίο 
και είναι η λύση του συστήµατος των δύο εξισώσεων. 
 
Για την γραφική παράσταση των παραπάνω συναρτήσεων θα µπορούσαµε να 
χρησιµοποιήσουµε και την συνάρτηση Plot[] που δέχεται ως πρώτο όρισµα την(ις) 
συνάρτηση(εις) µιας µεταβλητής που θέλουµε να σχεδιάσουµε, και ως δεύτερο 
όρισµα το πεδίο ορισµού της συνάρτησης. Σε αντίθεση µε την συνάρτηση 
ImplicitPlot[] που σχεδιάζει καµπύλες, που µπορεί και να µην είναι συναρτήσεις, η 
Plot[] σχεδιάζει µόνο συναρτήσεις. 
 
Plot@81+ x, −2 x+ 4<, 8x, −2, 2<D  



-2 -1 1 2

2

4

6

8

 
 Graphics  

 
β) Όµοια ενεργούµε στην δεύτερη περίπτωση όπου διαπιστώνουµε ότι οι ευθείες δεν 
έχουν κανένα κοινό σηµείο µιας και είναι παράλληλες. 
 
ImplicitPlot@8x− y −1, x− y== 1<, 8x, −2, 2<D  

-2 -1 1 2

-3

-2

-1

1

2

3

 
 Graphics  

 
Στην περίπτωση αυτή οι δύο ευθείες δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο και συνεπώς και 
το σύστηµα των εξισώσεων δεν έχει καµιά κοινή λύση. 
 
γ) Στο τρίτο σύστηµα θα έχουµε : 
ImplicitPlot@8−6 x+ 3 y −6, 2 x− y 2<, 8x, −2, 2<D  



-2 -1 1 2

-6

-4

-2

2

 
 Graphics  

 
Στην περίπτωση αυτή οι δύο ευθείες ταυτίζονται, γεγονός που σηµαίνει ότι το 
σύστηµα των εξισώσεων έχει άπειρες λύσεις. 
 
Άσκηση 4.  
Να σχεδιασθούν τα επίπεδα : 

1
1
1

x y z
x y

x y z

+ + =
+ =

+ − =
 

Απάντηση.  
Για την σχεδίαση συναρτήσεων 2 µεταβλητών µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την 
συνάρτηση Plot3D[] που δέχεται ως πρώτο όρισµα την(ις) συνάρτηση(εις) δύο 
µεταβλητών που θέλουµε να σχεδιάσουµε, και ως δεύτερο όρισµα το πεδίο ορισµού 
της συνάρτησης. Επίσης µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την ParametricPlot3D[] 
στην οποία πρέπει να δώσουµε την παραµετρική µορφή της εξίσωσης 

( ) ( ) ( )( )1 2 1 2 1 2, , ,x t t y t t z t t  και ως δεύτερο και τρίτο όρισµα το πεδίο ορισµού των 

1 2,t t , ή την παραµετρική µορφή της εξίσωσης ( ) ( ) ( )( )x t y t z t  και ως δεύτερο 
όρισµα το πεδίο ορισµού του t . 
 
Σχεδιάζουµε το πρώτο επίπεδο και την γραφική παράσταση την αποθηκεύουµε στην 
µεταβλητή p1, 
 
p1= ParametricPlot3D@8x, y, 1− x− y<, 8x, −1, 1<, 8y, −1, 1<D  
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 Graphics3D  

 
Σχεδιάζουµε το δεύτερο επίπεδο και την γραφική παράσταση την αποθηκεύουµε στην 
µεταβλητή p2, 
 
p2= ParametricPlot3D@8x, 1−x, z<, 8x, −1, 1<, 8z, −1, 1<D  
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 Graphics3D  

 
Σχεδιάζουµε το τρίτο επίπεδο και την γραφική παράσταση την αποθηκεύουµε στην 
µεταβλητή p3, 
 
p3= ParametricPlot3D@8x, y, x+ y− 1<, 8x, −1, 1<, 8y, −1, 1<D  



-1
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0
0.5

1

-1
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0
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1
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1

-1
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 Graphics3D  

 
Εµφανίζουµε όλες τις γραφικές παραστάσεις µαζί, 
 
Show@p1, p2, p3D  
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 Graphics3D  

 
Παρατηρούµε ότι τα 3 επίπεδα τέµνονται σε µια ευθεία. Πράγµατι αν λύσουµε το 
σύστηµα, θα έχουµε ότι η λύση του συστήµατος είναι η ευθεία ( )1 0 ,x x x− ∈ . 
 
Reduce@8x+ y+ z 1, x+ y 1, x+ y− z 1<, 8x, y, z<D  
y 1− x && z 0  
 
Μπορείς να γράψεις ένα σύστηµα 3 εξισώσεων µε 3 αγνώστους και να δείξεις 
γραφικά ότι τα 3 επίπεδα που περιγράφονται από τις 3 εξισώσεις δεν τέµνονται σε 
κάποιο κοινό σηµείο;          ■ 



Κεφάλαιο 3. Πίνακες 
 
2-4. Πρόσθεση πινάκων, γινόµενο πίνακα µε αριθµό, γινόµενο πινάκων, 
αντίστροφος πίνακας. 
 
Άσκηση 1. ∆ίνονται οι πίνακες 

1 2 3 2 1 0
2 3 4 ; 0 2 0
3 4 5 0 0 3

A B
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Να υπολογιστούν οι πίνακες : 
α) A B+  
β) 3* A  
γ) * , *A B B A  
δ) 1 1,A B− −  
Απάντηση. Οι τελεστές που χρησιµοποιούµαι για την πρόσθεση, αφαίρεση και 
γινόµενο πινάκων είναι +,- και . αντίστοιχα. Ο πίνακας στο Mathematica είναι µια 
λίστα που έχει ως αντικείµενα λίστες µε τα στοιχεία των γραµµών του πίνακα. Έτσι 
θα ορίσουµε πρώτα τους πίνακες µας Α, Β, 
 
A = 881, 2, 3<, 82, 3, 4<, 83, 4, 5<<  
i

k

jjjjjj

1 2 3
2 3 4
3 4 5

y

{

zzzzzz
 

B= 882, 1, 0<, 80, 2, 0<, 80, 0, 3<<  
i

k

jjjjjj

2 1 0
0 2 0
0 0 3

y

{

zzzzzz
 

 
Στη συνέχεια υπολογίζουµε το άθροισµα των πινάκων 
 
A+ B  
i

k

jjjjj
3 3 3
2 5 4
3 4 8

y

{

zzzzz
 

 
Το σύµβολο // µας λέει να εφαρµόσουµε την συνάρτηση που υπάρχει στα δεξιά του, 
στο αποτέλεσµα που θα έχουµε από την πρόσθεση των δύο πινάκων. Η συνάρτηση 
MatrixForm[] εµφανίζει το αποτέλεσµα σε µορφή πίνακα. Το γινόµενο του πίνακα Α 
µε το 3 είναι : 
 
3∗ A  
i

k

jjjjj
3 6 9
6 9 12
9 12 15

y

{

zzzzz
 

 
Τα γινόµενα Α*Β και Β*Α είναι αντίστοιχα : 
 
A.B 



i

k

jjjjj
2 5 9
4 8 12
6 11 15

y

{

zzzzz
 

 
B.A  
i

k

jjjjj
4 7 10
4 6 8
9 12 15

y

{

zzzzz
 

 
Παρατήρησε ότι ο τελεστής που χρησιµοποιούµε είναι . αντί *. Το * σε αντίθεση µε 
το . θα δηµιουργήσει τον πίνακα C που θα έχει ως στοιχεία τα *ij ij ijc a b=  αντί του 

3

1
ij ik kj

k
c a b

=

= ∑  που έχουµε στο γινόµενο των δύο πινάκων.  Ο αντίστροφος των 

πινάκων Α,Β υπολογίζεται µε την συνάρτηση Inverse[],  
 
Inverse@BD  
i

k

jjjjjjjjjjj

1
2

− 1
4

0

0 1
2

0

0 0 1
3

y

{

zzzzzzzzzzz
 

και 
Inverse@AD  
Inverse::sing :  "Matrix

i

k

jjjj
1 2 3
2 3 4
3 4 5

y

{

zzzz issingular. \!\H \*ButtonBox@\HMore…\L, ButtonData:> General::sing , ButtonStyle-> RefGuideLinkText , ButtonFrame-> None D\L
 

i

k

jjjjjj

1 2 3
2 3 4
3 4 5

y

{

zzzzzz

-1

 
 
Το µήνυµα που πήραµε για τον πίνακα Α είναι ότι είναι singular δηλ. έχει ορίζουσα 0 
και συνεπώς δεν αντιστρέφεται. Μπορούµε κάλλιστα να υπολογίσουµε την ορίζουσα 
του πίνακα Α µε την συνάρτηση Det[]. 
 
Det@AD  
0           ■ 
 
Άσκηση 2. Στον παρακάτω χάρτη βλέπουµε τους τρόπους µε τους οποίους 
συνδέονται αεροπορικώς οι πόλεις 1,2,3,4,5,6. 

1

2

3

4

5

6

 
Ο παρακάτω πίνακας παριστάνει τον τρόπο σύνδεσης των κόµβων 1,2,3,4,5,6 : 



0 0 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 0 0
1 1 1 0 1 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Ο πίνακας έχει διάσταση 6 όσοι και οι κόµβοι και επιπλεόν το στοιχείο του ,i ja  έχει 
την τιµή 1 αν µπορούµε να πάµε αεροπορικώς από την πόλη i στην πόλη j και 0 αν 
δεν µπορούµε να πάµε. Ο συνολικός αριθµός των συνδέσεων µεταξύ δύο κόµβων αν 
χρησιµοποιήσουµε έναν επιπλεόν σταθµό δηλ. έχουµε δύο συνδέσεις µεταξύ των i,j 
είναι : 

2
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6ij i j i j i j i j i j i ja a a a a a a a a a a a a= + + + + +  

Συνεπώς ο πίνακας 2 2
ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , µας δίνει τον συνολικό αριθµό των συνδέσεων µεταξύ 

δύο κόµβων όταν χρησιµοποιούµε υποχρεωτικά έναν ενδιάµεσο σταθµό. Άρα ο 
συνολικός αριθµός των συνδέσεων µεταξύ δύο κόµβων όταν χρησιµοποιούµε έναν 
ενδιάµεσο σταθµό ή όταν η σύνδεση γίνει απευθείας θα δίνεται από τα στοιχεία του 
πίνακα 2A A+ . Παρόµοια ο συνολικός αριθµός των συνδέσεων µεταξύ δύο κόµβων 
όταν χρησιµοποιούµε δύο ενδιάµεσους σταθµούς, ή έναν ενδιάµεσο σταθµό ή όταν η 
σύνδεση γίνει απευθείας θα δίνεται από τα στοιχεία του πίνακα 2 3A A A+ + . Να 
υπολογιστούν οι δυνατοί αριθµοί σύνδεσης για την τελευταία αυτή περίπτωση δηλ. 
να υπολογιστούν τα στοιχεία του πίνακα 2 3A A A+ + . 
 
Απάντηση. Η δύναµη ενός πίνακα δίνεται από την συνάρτηση MatrixPower[] η 
οποία δέχεται ως πρώτο όρισµα τον πίνακα του οποίου θέλουµε να υπολογίσουµε την 
δύναµη και ως δεύτερο όρισµα την δύναµη την οποία θέλουµε να υπολογίσουµε. Έτσι 
θα έχουµε : 
 
A = 8

80, 0, 0, 1, 0, 0<,
80, 0, 1, 1, 0, 0<,
80, 1, 0, 1, 0, 0<,
81, 1, 1, 0, 1, 1<,
80, 0, 0, 1, 0, 0<,
80, 0, 0, 1, 0, 0<<;  

 
Μπορούµε να πατάµε το πλήκτρο ENTER για να αλλάζουµε γραµµή χωρίς να 
εκτελούµε την συνάρτηση που γράφουµε. Το ερωτηµατικό στο τέλος της γραµµής 
είναι για να µην εµφανίζονται τα αποτελέσµατα. Το άθροισµα που ψάχνουµε να 
βρούµε είναι : 
 
A+ MatrixPower@A, 2D + MatrixPower@A, 3D êê MatrixForm  
i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjj

1 2 2 6 1 1
2 4 5 8 2 2
2 5 4 8 2 2
6 8 8 7 6 6
1 2 2 6 1 1
1 2 2 6 1 1

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzz
 



ή αν χρησιµοποιήσουµε την εντολή Sum[], που δέχεται ως πρώτο όρισµα την 
ακολουθία την οποία θέλουµε να αθροίσουµε και ως δεύτερο όρισµα την µεταβολή 
του δείκτη, θα έχουµε : 
 
Sum@MatrixPower@A, iD, 8i, 1, 3<D êê MatrixForm  
i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjj

1 2 2 6 1 1
2 4 5 8 2 2
2 5 4 8 2 2
6 8 8 7 6 6
1 2 2 6 1 1
1 2 2 6 1 1

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzz
 

■ 
 
 
Άσκηση 3. Στην άσκηση αυτή θα δείξουµε την εφαρµογή που έχουν οι πράξεις 
πινάκων στον κόσµο των γραφικών. Θεωρείστε το δωδεκάεδρον, το οποίο δίνεται 
από την συνάρτηση Dodecahedron[] που ανήκει στο πακέτο Graphics. 
  
<< Graphics̀ Polyhedrà  
Show@Polyhedron@DodecahedronDD  

 
 Graphics3D  

 
Το συγκεκριµένο σχήµα αποτελείται από πολύγωνα µε συγκεκριµένες συντεταγµένες 
το καθένα, τις οποίες τις αποθηκεύουµε στην µεταβλητή s : 
 
s= Dodecahedron@D  



8Polygon@880.525731, 0.381966, 0.850651<, 8−0.200811, 0.618034, 0.850651<,
8−0.649839, 0., 0.850651<, 8−0.200811, −0.618034, 0.850651<, 80.525731, −0.381966, 0.850651<<D,

Polygon@880.525731, 0.381966, 0.850651<, 80.525731, −0.381966, 0.850651<,
80.850651, −0.618034, 0.200811<, 81.05146, 0., −0.200811<, 80.850651, 0.618034, 0.200811<<D,

Polygon@880.525731, 0.381966, 0.850651<, 80.850651, 0.618034, 0.200811<,
80.32492, 1., −0.200811<, 8−0.32492, 1., 0.200811<, 8−0.200811, 0.618034, 0.850651<<D,

Polygon@88−0.200811, 0.618034, 0.850651<, 8−0.32492, 1., 0.200811<,
8−0.850651, 0.618034, −0.200811<, 8−1.05146, 0., 0.200811<, 8−0.649839, 0., 0.850651<<D,

Polygon@88−0.649839, 0., 0.850651<, 8−1.05146, 0., 0.200811<, 8−0.850651, −0.618034, −0.200811<,
8−0.32492, −1., 0.200811<, 8−0.200811, −0.618034, 0.850651<<D,

Polygon@88−0.32492, −1., 0.200811<, 80.32492, −1., −0.200811<, 80.850651, −0.618034, 0.200811<,
80.525731, −0.381966, 0.850651<, 8−0.200811, −0.618034, 0.850651<<D,

Polygon@880.850651, 0.618034, 0.200811<, 81.05146, 0., −0.200811<, 80.649839, 0., −0.850651<,
80.200811, 0.618034, −0.850651<, 80.32492, 1., −0.200811<<D,

Polygon@88−0.32492, 1., 0.200811<, 80.32492, 1., −0.200811<, 80.200811, 0.618034, −0.850651<,
8−0.525731, 0.381966, −0.850651<, 8−0.850651, 0.618034, −0.200811<<D,

Polygon@88−1.05146, 0., 0.200811<, 8−0.850651, 0.618034, −0.200811<, 8−0.525731, 0.381966, −0.850651<,
8−0.525731, −0.381966, −0.850651<, 8−0.850651, −0.618034, −0.200811<<D,

Polygon@88−0.32492, −1., 0.200811<, 8−0.850651, −0.618034, −0.200811<,
8−0.525731, −0.381966, −0.850651<, 80.200811, −0.618034, −0.850651<, 80.32492, −1., −0.200811<<D,

Polygon@880.850651, −0.618034, 0.200811<, 80.32492, −1., −0.200811<,
80.200811, −0.618034, −0.850651<, 80.649839, 0., −0.850651<, 81.05146, 0., −0.200811<<D,

Polygon@880.200811, 0.618034, −0.850651<, 80.649839, 0., −0.850651<, 80.200811, −0.618034, −0.850651<,
8−0.525731, −0.381966, −0.850651<, 8−0.525731, 0.381966, −0.850651<<D<  

  
Μπορούµε να διώξουµε την συνάρτηση Polygon[] από την παραπάνω λίστα µε την 
συνάρτηση Flatten[], 
 
s2= Flatten@s, 1, PolygonD  
8880.525731, 0.381966, 0.850651<, 8−0.200811, 0.618034, 0.850651<,
8−0.649839, 0., 0.850651<, 8−0.200811, −0.618034, 0.850651<, 80.525731, −0.381966, 0.850651<<,
880.525731, 0.381966, 0.850651<, 80.525731, −0.381966, 0.850651<,
80.850651, −0.618034, 0.200811<, 81.05146, 0., −0.200811<, 80.850651, 0.618034, 0.200811<<,
880.525731, 0.381966, 0.850651<, 80.850651, 0.618034, 0.200811<, 80.32492, 1., −0.200811<,
8−0.32492, 1., 0.200811<, 8−0.200811, 0.618034, 0.850651<<,
88−0.200811, 0.618034, 0.850651<, 8−0.32492, 1., 0.200811<, 8−0.850651, 0.618034, −0.200811<,
8−1.05146, 0., 0.200811<, 8−0.649839, 0., 0.850651<<, 88−0.649839, 0., 0.850651<, 8−1.05146, 0., 0.200811<,
8−0.850651, −0.618034, −0.200811<, 8−0.32492, −1., 0.200811<, 8−0.200811, −0.618034, 0.850651<<,
88−0.32492, −1., 0.200811<, 80.32492, −1., −0.200811<, 80.850651, −0.618034, 0.200811<,
80.525731, −0.381966, 0.850651<, 8−0.200811, −0.618034, 0.850651<<,
880.850651, 0.618034, 0.200811<, 81.05146, 0., −0.200811<, 80.649839, 0., −0.850651<,
80.200811, 0.618034, −0.850651<, 80.32492, 1., −0.200811<<,
88−0.32492, 1., 0.200811<, 80.32492, 1., −0.200811<, 80.200811, 0.618034, −0.850651<,
8−0.525731, 0.381966, −0.850651<, 8−0.850651, 0.618034, −0.200811<<,
88−1.05146, 0., 0.200811<, 8−0.850651, 0.618034, −0.200811<, 8−0.525731, 0.381966, −0.850651<,
8−0.525731, −0.381966, −0.850651<, 8−0.850651, −0.618034, −0.200811<<,
88−0.32492, −1., 0.200811<, 8−0.850651, −0.618034, −0.200811<, 8−0.525731, −0.381966, −0.850651<,
80.200811, −0.618034, −0.850651<, 80.32492, −1., −0.200811<<,
880.850651, −0.618034, 0.200811<, 80.32492, −1., −0.200811<, 80.200811, −0.618034, −0.850651<,
80.649839, 0., −0.850651<, 81.05146, 0., −0.200811<<,
880.200811, 0.618034, −0.850651<, 80.649839, 0., −0.850651<, 80.200811, −0.618034, −0.850651<,
8−0.525731, −0.381966, −0.850651<, 8−0.525731, 0.381966, −0.850651<<<  

 
Η παραπάνω λίστα αποτελείται από εξάδες από λίστες. Μπορούµε να καταργήσουµε 
τις εξάδες αυτές όπως φαίνεται παρακάτω : 
 
s3= Flatten@s2, 1D  



880.525731, 0.381966, 0.850651<, 8−0.200811, 0.618034, 0.850651<, 8−0.649839, 0., 0.850651<,
8−0.200811, −0.618034, 0.850651<, 80.525731, −0.381966, 0.850651<, 80.525731, 0.381966, 0.850651<,
80.525731, −0.381966, 0.850651<, 80.850651, −0.618034, 0.200811<, 81.05146, 0., −0.200811<,
80.850651, 0.618034, 0.200811<, 80.525731, 0.381966, 0.850651<, 80.850651, 0.618034, 0.200811<,
80.32492, 1., −0.200811<, 8−0.32492, 1., 0.200811<, 8−0.200811, 0.618034, 0.850651<,
8−0.200811, 0.618034, 0.850651<, 8−0.32492, 1., 0.200811<, 8−0.850651, 0.618034, −0.200811<,
8−1.05146, 0., 0.200811<, 8−0.649839, 0., 0.850651<, 8−0.649839, 0., 0.850651<, 8−1.05146, 0., 0.200811<,
8−0.850651, −0.618034, −0.200811<, 8−0.32492, −1., 0.200811<, 8−0.200811, −0.618034, 0.850651<,
8−0.32492, −1., 0.200811<, 80.32492, −1., −0.200811<, 80.850651, −0.618034, 0.200811<,
80.525731, −0.381966, 0.850651<, 8−0.200811, −0.618034, 0.850651<, 80.850651, 0.618034, 0.200811<,
81.05146, 0., −0.200811<, 80.649839, 0., −0.850651<, 80.200811, 0.618034, −0.850651<,
80.32492, 1., −0.200811<, 8−0.32492, 1., 0.200811<, 80.32492, 1., −0.200811<, 80.200811, 0.618034, −0.850651<,
8−0.525731, 0.381966, −0.850651<, 8−0.850651, 0.618034, −0.200811<, 8−1.05146, 0., 0.200811<,
8−0.850651, 0.618034, −0.200811<, 8−0.525731, 0.381966, −0.850651<, 8−0.525731, −0.381966, −0.850651<,
8−0.850651, −0.618034, −0.200811<, 8−0.32492, −1., 0.200811<, 8−0.850651, −0.618034, −0.200811<,
8−0.525731, −0.381966, −0.850651<, 80.200811, −0.618034, −0.850651<, 80.32492, −1., −0.200811<,
80.850651, −0.618034, 0.200811<, 80.32492, −1., −0.200811<, 80.200811, −0.618034, −0.850651<,
80.649839, 0., −0.850651<, 81.05146, 0., −0.200811<, 80.200811, 0.618034, −0.850651<, 80.649839, 0., −0.850651<,
80.200811, −0.618034, −0.850651<, 8−0.525731, −0.381966, −0.850651<, 8−0.525731, 0.381966, −0.850651<<  

 
Η µεγέθυνση ενός σχήµατος ως προς τις συντεταγµένες [ ]Ti i ix y z  γίνεται µέσω 
του παρακάτω πολ/µου : 

'

'

'

0 0
0 0
0 0

i i

i i

i i

x a x
y b y
z c z

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥→ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Έτσι θα έχουµε µεγέθυνση α φορές ως προς τον άξονα xx’, b φορές ως προς τον 
άξονα y και c φορές ως προς τον άξονα zz’. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι θέλουµε να 
µεγεθύνουµε το παραπάνω σχήµα 3 φορές ως προς τον άξονα xx’. Θα έχουµε λοιπόν: 
 
s4= 883, 0, 0<, 80, 1, 0<, 80, 0, 1<<.Transpose@s3D;  
 
Θα πρέπει τις λίστες σηµείων που έχουµε πάρει να τις χωρίσουµε πάλι σε πεντάδες 
(µέσω της εντολής Partition[]) και να εφαρµόσουµε την συνάρτηση Polygon[] σε 
κάθε πεντάδα, ώστε να σχηµατιστούν οι έδρες του πολυγώνου. 
 
s5= Map@Polygon, Partition@Transpose@s4D, 5DD;  
 
Τελικά θα έχουµε το παρακάτω σχήµα : 
 
Show@Graphics3D@%DD  

 
 Graphics3D  

 



Ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να µετακινήσουµε το αρχικό σχήµα κατά το διάνυσµα 
[ ]1 2 1 Ts = . Τότε θα πρέπει να εφαρµόσουµε τον κανόνα : 
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z z

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

Θα έχουµε δηλαδή, εφαρµόζοντας την ίδια διαδικασία : 
 
s= Dodecahedron@D;
s2= Flatten@s, 1, PolygonD;
s3= Flatten@s2, 1D;
s4= Transpose@Table@81, 2, 1<, 860<DD + Transpose@s3D;
s5= Map@Polygon, Partition@Transpose@s4D, 5DD;
Show@Polyhedron@DodecahedronD, Graphics3D@s5DD

 

 
 Graphics3D  

Παρατήρησε ότι στην 4η εντολή προσθέσαµε στα σηµεία µας έναν πίνακα 
διαστάσεως 60x3 (όσα και τα σηµεία του δωδεκάεδρου (το υπολογίζουµε µε την 
συνάρτηση Length[])) που κάθε του γραµµή είναι το διάνυσµα s. 
 
 Ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να στρίψουµε το αρχικό σχήµα ως προς τον άξονα yy’, 
κατά γωνία 045θ = . Τότε θα πρέπει να εφαρµόσουµε τον κανόνα : 
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Θα έχουµε δηλαδή, εφαρµόζοντας την ίδια διαδικασία : 
 
s= Dodecahedron@D;
s2= Flatten@s, 1, PolygonD;
s3= Flatten@s2, 1D;
s4= 88Cos@Piê4D, 0, Sin@Piê4D<, 80, 1, 0<, 8−Sin@Piê4D, 0, Cos@Piê4D<<.Transpose@s3D;
s5= Map@Polygon, Partition@Transpose@s4D, 5DD;
Show@Polyhedron@DodecahedronD, Graphics3D@s5DD  
 



 
 Graphics3D  

 
ή θα µπορούσα να έχω συνδυασµό των παραπάνω δύο περιπτώσεων : 
 
s= Dodecahedron@D;
s2= Flatten@s, 1, PolygonD;
s3= Flatten@s2, 1D;
s4= Transpose@Table@81, 2, 1<, 860<DD + Transpose@s3D;
s5= 88Cos@Piê4D, 0, Sin@Piê4D<, 80, 1, 0<, 8−Sin@Piê4D, 0, Cos@Piê4D<<.s4;
s6= Map@Polygon, Partition@Transpose@s5D, 5DD;
Show@Polyhedron@DodecahedronD, Graphics3D@s6DD  
 

 
 Graphics3D  

 
Προσπαθήστε να εφαρµόσετε τον κανόνα 
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για να στρέψετε το αρχικό σχήµα κατά γωνία 030θ =  ως προς τον άξονα zz’. ■ 
 



5. Πίνακες και γραµµικά συστήµατα. 
 
Άσκηση 4. Στο παρακάτω σχήµα δίνονται οι χρωµατισµοί των pixels µιας εικόνας ως 
τριάδα αριθµών (αριθµοί που αναπαριστούν την ποσότητα του χρώµατος σε κόκκινο, 
πράσινο και µπλέ). Στην προσπάθεια µας να βελτιώσουµε την ανάλυση της εικόνας 
µπορούµε να προσθέσουµε επιπλέον pixels iX ,i 1, 2,3,4=  των οποίων η χρωµατική 
τριάδα προκύπτει από την µέση τιµή της χρωµατικής τριάδας των 4 γειτονικών pixels. 
Προσπαθήστε να υπολογίσετε την χρωµατική τριάδα των iX ,  i 1,2,3,4= . 
Υπόδειξη. Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε έναν καινούριο τύπο δεδοµένων που θα 
περιέχει τις αναλογίες των τριών χρωµάτων (κόκκινο, πράσινο και µπλέ) ενός pixel. 

X1
X2

X3 X4

(200,100,23)

(200,100,23)

(200,100,23)

(200,100,23)

(200,90,20) (200,90,20) (200,90,20)

(200,110,30) (200,110,30) (200,110,30)

(200,80,40)

(200,80,40)

 
 
Απάντηση. Η τριάδα χρωµάτων αφορά τα χρώµατα (κόκκινο, πράσινο, µπλέ). Ας 
υποθέσουµε ότι θέλουµε να υπολογίσουµε τις αποχρώσεις του κόκκινου σε κάθε 
εσωτερικό σηµείο, η οποία είναι ίση µε τον µέσο όρο της απόδοσης του κόκκινου των 
4 γειτονικών σηµείων. Στηριζόµενοι στην παραπάνω ιδιότητα, και προκειµένου να 
υπολογίσουµε την αναλογία του χρώµατος στα σηµεία 1 2 3 4X ,X ,X ,X , θα πρέπει να 
επιλύσουµε το παρακάτω σύστηµα εξισώσεων : 
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Ορίζουµε τον πίνακα Α, 
 
A = H1ê4L 880, 1, 1, 0<, 81, 0, 0, 1<, 81, 0, 0, 1<, 80, 1, 1, 0<<  
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τον πίνακα Β, 



 
B= H1ê4L 88400<, 8400<, 8400<, 8400<<  
i

k
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και τον πίνακα Χ, 
 
X = 88x1<, 8x2<, 8x3<, 8x4<<  
i
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και λύνουµε το σύστηµα που δηλώσαµε παραπάνω, 
 
Solve@X == A.X+ B, 8x1, x2, x3, x4<D  
88x1 → 200, x2 → 200, x3 → 200, x4 → 200<<  
ή 
Solve@X == A.X+ B, Flatten@XDD  
88x1 → 200, x2 → 200, x3 → 200, x4 → 200<<  
 
Ο πολλαπλασιασµός πινάκων γίνεται µε τον τελεστή «.». Η εντολή Flatten[], διώχνει 
(ισοπεδώνει) τα επιµέρους άγκιστρα από την λίστα του Χ π.χ.  
 
Flatten@XD  
8x1, x2, x3, x4<  
 
Προσπάθησε να υπολογίσεις µε παρόµοιο τρόπο την αναλογία των υπολοίπων 
χρωµάτων στα σηµεία 1 2 3 4X ,X ,X ,X . Τον ρόλο των χρωµατισµών θα µπορούσε 
κάλλιστα να παίξει η θερµοκρασία σε µια ράβδο, όπου τα άκρα της ράβδου έχουν 
συγκεκριµένη θερµοκρασία.        ■ 
 
Παράδειγµα 3. ∆ίνονται οι πίνακες 

1 0 2
2 1 3
4 1 8

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 
1 2 0
2 4 0
0 0 1

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Να υπολογιστούν οι πίνακες  1 1,A B− −  µε την βοήθεια της εντολής RowReduce[] αλλά 
και της συναρτήσεως GaussJordan[] που δηµιουργήσαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο. 
Απάντηση. Ορίζουµε τους πίνακες 
A = 881, 0, 2<, 82, −1, 3<, 84, 1, 8<<  
i

k

jjjjjj

1 0 2
2 -1 3
4 1 8

y

{

zzzzzz
 

B= IdentityMatrix@3D  
i

k

jjjjjj

1 0 0
0 1 0
0 0 1

y

{

zzzzzz
 



 
και τον σύνθετο πίνακα [Α, Β] 
 
<< LinearAlgebrà  
M = AppendRows@A, BD  
i

k

jjjjjj

1 0 2 1 0 0
2 -1 3 0 1 0
4 1 8 0 0 1

y

{

zzzzzz
 

 
και στη συνέχεια εφαρµόζουµε τις απαραίτητες πράξεις γραµµών µε τη συνάρτηση 
RowReduce[]. 
 
RowReduce@MD  
i

k

jjjjjj

1 0 0 -11 2 2
0 1 0 -4 0 1
0 0 1 6 -1 -1

y

{

zzzzzz
 

 
Συνεπώς ο αντίστροφος πίνακας είναι ο 
i

k

jjjjjj

-11 2 2
-4 0 1

6 -1 -1

y

{

zzzzzz
 

 
που θα µπορούσαµε να τον υπολογίσουµε και µε την συνάρτηση Inverse[] 
 
Inverse@AD  
i

k

jjjjjj

-11 2 2
-4 0 1

6 -1 -1

y

{

zzzzzz
 

 
Εφαρµόζοντας την συνάρτηση GaussJordan[] που δηµιουργήσαµε σε προηγούµενο 
κεφάλαιο θα έχουµε : 
 
GaussJordan@MD  

The compound matrixis ->
i

k

jjjjjj

1 0 2 1 0 0
2 -1 3 0 1 0
4 1 8 0 0 1

y

{

zzzzzz
 

Change row 2 with row 1->
i

k

jjjjjj

2 -1 3 0 1 0
1 0 2 1 0 0
4 1 8 0 0 1

y

{

zzzzzz
 

Change row 3 with row 1->
i

k

jjjjjj

4 1 8 0 0 1
1 0 2 1 0 0
2 -1 3 0 1 0

y

{

zzzzzz
 

Hrow 1LêH4L->  
i

k

jjjjjjjj

1 1
4

2 0 0 1
4

1 0 2 1 0 0
2 -1 3 0 1 0

y

{

zzzzzzzz
 

Hrow 2L- Hrow 1L *H 1L->  
i

k

jjjjjjjjjjj

1 1
4

2 0 0 1
4

0 - 1
4

0 1 0 - 1
4

2 -1 3 0 1 0

y

{

zzzzzzzzzzz
 

Hrow 3L- Hrow 1L *H 2L->  



i

k

jjjjjjjjjjjjj

1 1
4

2 0 0 1
4

0 - 1
4

0 1 0 - 1
4

0 - 3
2

-1 0 1 - 1
2

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

Change row 3 with row 2->

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1 1
4

2 0 0 1
4

0 - 3
2

-1 0 1 - 1
2

0 - 1
4

0 1 0 - 1
4

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

Hrow 2LêH-
3
2

L->
 

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1 1
4

2 0 0 1
4

0 1 2
3

0 - 2
3

1
3

0 - 1
4

0 1 0 - 1
4

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

Hrow 1L- Hrow 2L *H
1
4

L->
 

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1 0 11
6

0 1
6

1
6

0 1 2
3

0 - 2
3

1
3

0 - 1
4

0 1 0 - 1
4

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

Hrow 3L- Hrow 2L *H -
1
4

L->
 

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1 0 11
6

0 1
6

1
6

0 1 2
3

0 - 2
3

1
3

0 0 1
6

1 - 1
6

- 1
6

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

Hrow 3LêH
1
6

L->
 

i

k

jjjjjjjjjjj

1 0 11
6

0 1
6

1
6

0 1 2
3

0 - 2
3

1
3

0 0 1 6 -1 -1

y

{

zzzzzzzzzzz
 

Hrow 1L- Hrow 3L *H
11
6

L->
 

i

k

jjjjjjjj

1 0 0 -11 2 2
0 1 2

3
0 - 2

3
1
3

0 0 1 6 -1 -1

y

{

zzzzzzzz
 

Hrow 2L- Hrow 3L *H
2
3

L->
 

i

k

jjjjjj

1 0 0 -11 2 2
0 1 0 -4 0 1
0 0 1 6 -1 -1

y

{

zzzzzz
 

i

k

jjjjjj

1 0 0 -11 2 2
0 1 0 -4 0 1
0 0 1 6 -1 -1

y

{

zzzzzz
         ■ 

 



Κεφάλαιο 4. Ορίζουσες. 
 
Άσκηση 1. Να υπολογίσετε την ορίζουσα του παρακάτω πίνακα : 

2 2 2

1 1 1
A a b c

a b c

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Απάντηση. Η συνάρτηση του Mathematica που υπολογίζει την ορίζουσα ενός πίνακα 
είναι η Det[]. Συνεπώς θα έχουµε : 
 
A = 981, 1, 1<, 8a, b, c<, 9a2, b2, c2==; 
Det@AD êê Factor 
−Ha − bL Ha − cL Hb − cL  
 
Το σύµβολο // δηλώνει ότι θα πρέπει να εφαρµόσουµε την συνάρτηση Factor[], που 
παραγοντοποιεί παραστάσεις, στο αποτέλεσµα της συνάρτησης Det[A]. Ο 
αντίστροφος του παραπάνω πίνακα θα είναι : 
 
Simplify@Inverse@ADD  
i

k

jjjjjjjjjjjjj

bc
Ha−bL Ha−cL − b+c

Ha−bL Ha−cL
1

Ha−bLHa−cL
ac

−ab+b2+ac−bc
a+c

Ha−bL Hb−cL
1

H−a+bLHb−cL
ab

Ha−cL Hb−cL − a+b
Ha−cL Hb−cL

1
Ha−cLHb−cL

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

 
Η συνάρτηση Simplify[] κάνει όλες τις δυνατές απλοποιήσεις στο όρισµα που 
περιέχει. Όµοια θα έχουµε : 
 
A = 981, 1, 1, 1<, 8a, b, c, d<, 9a2, b2, c2, d2=, 9a3, b3, c3, d3==;  
Det@AD êê Factor 
Ha− bL Ha − cL Hb − cL Ha − dL Hb − dL Hc− dL  
 
Τον πίνακα Α επειδή έχει συγκεκριµένη µορφή θα µπορούσα να τον σχηµατίσω και 
µε την συνάρτηση Table[] όπως παρακάτω : 
 
A = TableAai

j, 8j, 0, 4<, 8i, 1, 5<E  
i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjj

1 1 1 1 1
a1 a2 a3 a4 a5

a1
2 a2

2 a3
2 a4

2 a5
2

a1
3 a2

3 a3
3 a4

3 a5
3

a1
4 a2

4 a3
4 a4

4 a5
4

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzz
 

Det@AD êê Factor 
Ha1 − a2L Ha1 − a3L Ha2 − a3L Ha1 − a4L Ha2 − a4L Ha3 − a4L Ha1 − a5L Ha2 − a5L Ha3 − a5L Ha4 − a5L  
 
Για κάθε µια τιµή της εξωτερικής µεταβλητής i π.χ. i=1, στην Table[], η εσωτερική 
µεταβλητή j παίρνει όλες τις τιµές π.χ. j=0,1,2,3,4. Μπορείς να συµπεράνεις ποια 
είναι η ορίζουσα του παρακάτω πίνακα ; 
 



1 2

1 1 1
1 2

1 1 1

n

n n n
n

a a a
A

a a a− − −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

■ 
 
Άσκηση 2. Να υπολογιστεί η ορίζουσα του παρακάτω πίνακα : 

2

2

2

1
1

1

0

0

n n
n

a a
a a

A
a

a a

×

⎛ ⎞+
⎜ ⎟

+⎜ ⎟= ∈
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

Απάντηση. Αναπτύσσουµε την ορίζουσα nD  του παραπάνω πίνακα ως προς την 
πρώτη γραµµή και παίρνουµε : 

( )2 2
1 21n n nD a D a D− −= + −  

όπου 

( ) ( ) ( )

2 2
1

322
2 22 2 2 2

2 22

1 1

11
1 1

11

D a a

aa a
D a a a a

aa a

= + = +

−+
= = + − = + + =

−+

 

Θα πρέπει να λύσουµε συνεπώς την παραπάνω εξίσωση διαφορών µε βάση τις 
αρχικές συνθήκες για n=1,2. Η συνάρτηση RSolve του Mathematica µας δίνει την 
λύση που ψάχνουµε : 
 
RSolveA9d@nD I1+ a2M d@n− 1D − a2 d@n− 2D, d@1D 1+ a2, d@2D == I1+ a2M2

− a2=, d@nD, nE  
::d@nD →

−1 +Ha2L1+n

−1+ a2
>>

        ■ 
 
 
Άσκηση 3. ∆ίνεται ο πίνακας 

1 1 1
2 3 4
4 9 16

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Να βρεθεί ο συµπληρωµατικός πίνακας του Α και η ορίζουσα του. 
Απάντηση. Σκοπός του προβλήµατος αυτού είναι να δώσει τον τρόπο δηµιουργίας 
του συµπληρωµατικού πίνακα. Ο τρόπος επίλυσης προέρχεται από το βιβλίο 
(Καραµπετάκης, Σταµατάκης & Ψωµόπουλος, 2004, σελ.157). 
 
Πρώτα ορίζουµε τον πίνακα, 
 
A = 881, 1, 1<, 82, 3, 4<, 84, 9, 16<<;  
 
Το πλήθος των γραµµών του πίνακα Α είναι : 
 
nr= Length@AD  
3 



 
όπου η συνάρτηση Length[Α] µας δίνει το πλήθος των αντικειµένων που έχει η λίστα 
Α. Παρόµοια βρίσκουµε το πλήθος των στηλών του πίνακα Α, 
 
nc= Length@First@ADD  
3 
 
όπου τώρα η συνάρτηση First[A] υπολογίζει το πρώτο αντικείµενο της λίστας Α, που 
είναι η πρώτη γραµµή του πίνακα Α. Η συνάρτηση Range[n] δηµιουργεί µια λίστα µε 
τους αριθµούς από το 1 έως το n, 
 
Range@Length@ADD  
81, 2, 3<  
 
ενώ η συνάρτηση Drop[λίστα,{n}] αφαιρεί από την «λίστα» το n στοιχείο 
 
Drop@81, 2, 3<, 82<D  
81, 3<  
Έτσι αν θέλουµε από τους αριθµούς {1,2,3} που δηλώνουν τους αριθµούς γραµµών 
του πίνακα Α, να αφαιρέσουµε την γραµµή 2, θα πρέπει να γράψουµε : 
 
l= Drop@Range@Length@ADD, 82<D  
81, 3<  
 
Παρόµοια θα µπορούσαµε να αφαιρέσουµε την στήλη 2 από τον πίνακα Α ως εξής : 
 
s= Drop@Range@Length@First@ADDD, 82<D  
81, 3<  
 
Χρησιµοποιώντας τις λίστες l,s µπορούµε να υπολογίσουµε την ορίζουσα που 
προκύπτει αν αφαιρέσουµε την γραµµή 2 και στήλη 2 από τον πίνακα Α, 
 
A@@l, sDD  
J
1 1
4 16 N

 
 
Παρακάτω δηλώνουµε µια συνάρτηση που υπολογίζει τον υποπίνακα που µένει αν 
αφαιρέσουµε την i γραµµή και j στήλη από έναν πίνακα Α. 
 
minorMatrix@A_List, i_Integerê; Positive@iD, j_Integerê; Positive@jDD:=

Module@8l, s<,
l= Drop@Range@Length@ADD, 8i<D;
s= Drop@Range@Length@First@ADDD, 8j<D;
A@@l, sDDD  

 
Η δήλωση i_Integer/;Positive δηλώνει ότι το i θα πρέπει να είναι ακέραιος και θετικός 
για να δώσει αποτελέσµατα η συνάρτηση. O συµβολισµός /; δηλώνει ότι θα πρέπει να 
ισχύει ο λογικός περιορισµός που ακολουθεί. Αν για παράδειγµα, αφαιρέσουµε την 
πρώτη γραµµή και πρώτη στήλη από τον πίνακα Α, θα έχουµε : 
 



minorMatrix@A, 1, 1D  
J3 4

9 16
N

 
 
Η µορφή των στοιχείων του συµπληρωµατικού πίνακα είναι : 

( )1 i j
ij ijA Det Aϑ+ ⎡ ⎤= − ⎣ ⎦  

όπου µε τον όρο ij Aϑ  δηλώνουµε τον πίνακα που προκύπτει αν από τον πίνακα Α 
αφαιρέσουµε την γραµµή i και την στήλη j. Η παρακάτω συνάρτηση υπολογίζει τον 
συµπληρωµατικό πίνακα : 
 
adjointMatrix@A_ListD:=

ModuleA8i, j, l<,

IfALength@AD Length@First@ADD, l= Length@AD;

TransposeATableAH−1Li+j Det@minorMatrix@A, i, jDD, 8i, 1, l<, 8j, 1, l<EEEE  
 
Έτσι ο συµπληρωµατικός πίνακας του Α θα είναι : 
 
adjointMatrix@AD  
i

k

jjjjj
12 −7 1

−16 12 −2
6 −5 1

y

{

zzzzz
 

 
Η ορίζουσα του πίνακα θα είναι : 
 
Det@AD  
2 
 
ενώ ο αντίστροφος πίνακας θα είναι : 
 
b= Simplify@H1êDet@ADL∗adjointMatrix@ADD  
i

k

jjjjjjjjj

6 − 7
2

1
2

−8 6 −1
3 − 5

2
1
2

y

{

zzzzzzzzz
 

 
Ας δούµε πως θα δουλέψουν οι συναρτήσεις που ορίσαµε στον πίνακα (Παράδειγµα 
2.5, σελ.35, Α’ τόµος) : 
 

3 2 1
5 6 2
1 0 3

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

 
A = 883, −2, 1<, 85, 6, 2<, 81, 0, −3<<;  
adjointMatrix@AD  
i

k

jjjjj
−18 −6 −10
17 −10 −1
−6 −2 28

y

{

zzzzz
 

 
και συνεπώς ο αντίστροφος θα είναι ο : 
 



b= Simplify@H1êDet@ADL∗adjointMatrix@ADD  
i

k

jjjjjjjjjjj

9
47

3
47

5
47

− 17
94

5
47

1
94

3
47

1
47

− 14
47

y

{

zzzzzzzzzzz
 

■ 
 
Άσκηση 4. Έστω n mA ×∈ . Ο πίνακας † m nA ×∈  που ικανοποιεί τις παρακάτω 
ιδιότητες : 
 

( )
( )

†

† † †

† †

† †

T

T

AA A A
A AA A

AA AA

A A A A

=

=

=

=

 

ονοµάζεται γενικευµένος αντίστροφος ή ψευδοαντίστροφος του πίνακα Α. Η 
συνάρτηση PseudoInverse[] υπολογίζει τον ψευδοαντίστροφο ενός πίνακα. Έστω για 
παράδειγµα ο πίνακας : 

1 2 3
2 3 4
3 4 5

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

που έχει ορίζουσα 0 
 
A = 881, 2, 3<, 82, 3, 4<, 83, 4, 5<<;  
Det@AD  
0 
 
έχει τον παρακάτω γενικευµένο αντίστροφο 
 
A1= PseudoInverse@AD  
i

k

jjjjjjjjjjjjj

- 13
12

- 1
6

3
4

- 1
6

0 1
6

3
4

1
6

- 5
12

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

 
που ικανοποιεί τις ιδιότητες που αναφέραµε παραπάνω 
 
A.A1.A A  
True 
A1.A.A1== A1 
True 
Transpose@A.A1D == A.A1 
True 
Transpose@A1.AD == A1.A  
True 

■ 
Άσκηση 5. Να παραγοντοποιηθεί σε µορφή LU ο πίνακας 



6 2 4 4
3 3 6 1
12 8 21 8
6 0 10 7

A

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟=
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟
− −⎝ ⎠

 

και να λυθεί το σύστηµα 
6 2 4 4 2
3 3 6 1 4
12 8 21 8 8
6 0 10 7 43

x
y
z
w

− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
− − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Απάντηση. Πρώτα ορίζουµε τον πίνακα Α, 
 
A = 886, −2, −4, 4<, 83, −3, −6, 1<, 8−12, 8, 21, −8<, 8−6, 0, −10, 7<<;  
 
Η συνάρτηση LUDecomposition[] επιστρέφει τρεις τιµές. Από τις τιµές αυτές, η 
πρώτη είναι ο κάτω τριγωνικός και άνω τριγωνικός πίνακας ενσωµατωµένοι σε έναν 
πίνακα, ενώ ο δεύτερος είναι ο πίνακας µετασχηµατισµού για τον πίνακα του οποίου 
την LU παραγοντοποίηση ψάχνουµε. Οι πίνακες L,U µπορούν να επιλεχθούν µε την 
συνάρτηση LUMatrices[] που υπάρχει στο πακέτο LinearAlgebra. 
 
8lu, p, cn< = LUDecomposition@AD  

:

i

k

jjjjjjjjjjjjj

3 -3 -6 1
2 4 8 2

-4 -1 5 -2
-2 - 3

2
-2 8

y

{

zzzzzzzzzzzzz
, 82, 1, 3, 4<, 1>

 
 
Ο πίνακας lu περιέχει και τον κάτω τριγωνικό πίνακα L και τον άνω τριγωνικό πίνακα 
U που ψάχνουµε. Μπορούµε να τους επιλέξουµε από τον lu ως εξής : 
 
<< LinearAlgebrà MatrixManipulatioǹ  
8l, u< = LUMatrices@luD  
i

k
jjjj

81, 0, 0, 0< 82, 1, 0, 0< 8-4, -1, 1, 0< :-2, - 3
2

, -2, 1>
83, -3, -6, 1< 80, 4, 8, 2< 80, 0, 5, -2< 80, 0, 0, 8<

y

{
zzzz

 
 
και άρα 
 
l 
i

k

jjjjjjjjjjj

1 0 0 0
2 1 0 0

−4 −1 1 0
−2 − 3

2
−2 1

y

{

zzzzzzzzzzz
 

και 
u 
i

k

jjjjjjjjj

3 −3 −6 1
0 4 8 2
0 0 5 −2
0 0 0 8

y

{

zzzzzzzzz
 

 
Η σχέση που συνδέει τους πίνακες A,L,U είναι η εξής : 



 
l.u== A@@pDD  
True 
 
όπου A[[p]] είναι ο πίνακας που προέρχεται από τον µετασχηµατισµό γραµµών p του 
πίνακα Α που υπολογίσαµε παραπάνω : 
 
p 
82, 1, 3, 4<  
A@@pDD  
i

k

jjjjjjjjj

3 −3 −6 1
6 −2 −4 4

−12 8 21 −8
−6 0 −10 7

y

{

zzzzzzzzz
 

 
Παρατηρούµε δηλαδή, ότι έγινε αλλαγή της 1ης µε την 2η γραµµή, ενώ η 3η και 4η 
γραµµή έµεινα ίδιες. 
 
Ο πίνακας p έχει αρχική τιµή την {1,2,...,n} δηλ. τον αριθµό γραµµών του πίνακα Α, 
ενώ καταγράφει τις εναλλαγές γραµµών που γίνονται. Αν θέλουµε τώρα να λύσουµε 
την ΑΧ=Β όπου 
 
B= 882<, 8−4<, 88<, 8−43<<;  
 
χρησιµοποιούµε την LUBackSubstitution[] που υπολογίζει την λύση της ΑΧ=Β. 
Χρησιµοποιείται κυρίως όταν έχουµε µεγάλους αριθµητικούς πίνακες. 
 
LUBackSubstitution@LUDecomposition@AD, BD êê MatrixForm  
i

k

jjjjjjjjjjjjjjj

9
2

69
10

− 6
5

−4

y

{

zzzzzzzzzzzzzzz
 

 
Παρακάτω δίνουµε ένα πρόγραµµα (µε κάποιες αλλαγές) που µπορείτε να βρείτε στη 
διεύθυνση (http://math.fullerton.edu/mathews/) και το οποίο υπολογίζει την LU 
παραγοντοποίηση ενός πίνακα Α. 
 



LUfactor@A_ListD:=

ModuleA 8B, n, i, j, k, p<,

B= A;
n= Length@BD;
r = Table@j, 8j, n<D;
ForA p= 1, p≤ n−1, p++,

ForAj= p+ 1, j ≤ n, j++,

IfA AbsABPrPjT,pTE > AbsABPrPpT,pTE,

rP8j,p<T = rP8p,j<T E;E;

ForAk= p+ 1, k ≤ n, k++,

BPrPkT,pT =
BPrPkT,pT

BPrPpT,pT
;

ForAc= p+ 1, c ≤ n, c++,

BPrPkT,cT = BPrPkT,cT − BPrPkT,pTBPrPpT,cT;E;E;E;

L = P = IdentityMatrix@nD;
P = PPrT;
U = BPrT;
ForAi= 1, i≤ n, i++,

ForAj= 1, j≤ i−1, j++,

LPi,jT = BPrPiT,jT;

UPi,jT = 0;E;E;

Return@8L, U, r<DE;  
 
Το παραπάνω πρόγραµµα επιστρέφει τους πίνακες L, U και τον πίνακα µετάθεσης p. 
 
8l, u, p< = LUfactor@AD  
i
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81, 0, 0, 0< : 1
2

, 1, 0, 0> :- 1
4

, 1
4

, 1, 0> :- 1
2

, - 1
2

, - 6
7

, 1>

8-12, 8, 21, -8< :0, -4, - 41
2

, 11> :0, 0, 35
8

, - 15
4

> :0, 0, 0, 16
7

>
3 4 2 1

y

{
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l.u== A@@pDD  
True 

■ 
 
Άσκηση 6. Να βρεθεί η Cholesky παραγοντοποίηση του συµµετρικού πίνακα 

14 11 11
11 14 11
11 11 14

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Απάντηση. Χρησιµοποιούµε την συνάρτηση CholeskyDecomposition[] µε όρισµα 
τον πίνακα Α. 
 
A = 8814, 11, 11<, 811, 14, 11<, 811, 11, 14<<;  
U= CholeskyDecomposition@AD  
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Η συνάρτηση CholeskyDecomposition[] µας επιστρέφει τον πίνακα U για τον οποίο 
ισχύει η σχέση TA U U=  όπου TU  ο ανάστροφος του πίνακα U. 
 
Transpose@UD.U A  
True 
 
Σηµείωση. Η συνάρτηση CholeskyDecomposition[] δουλεύει αν και µόνο αν ο 
πίνακας Α είναι θετικά ορισµένος. Στην περίπτωση µας έχουµε : 
 
Positiveê@ Eigenvalues@AD  
8True, True, True<  
 
Παραπάνω εφαρµόζουµε (/@) την συνάρτηση Positive[] (που ελέγχει αν το όρισµα 
είναι θετικό) στην λίστα µε τις ιδιοτιµές του πίνακα Α (Eigenvalues[]) και 
παρατηρούµε από την απάντηση ότι όλες είναι θετικές και συνεπώς και ο πίνακας Α 
είναι θετικά ορισµένος. 
Μια παραλλαγή ενός προγράµµατος που έχει δηµιουργήσει ο Καθ. John Mathews και 
βρίσκεται στην ιστοσελίδα (http://math.fullerton.edu/mathews/) είναι το εξής : 
 
choleskyDecomposition@A_ListD:=

ModuleA8n, B, i, j, k, m, L, U<,

B= A;
n= Length@BD;
L = Table@0, 8n<, 8n<D;
U = L;
ForAk= 1, k≤ n, k++,

LPk,kT = 1;
ForAj= k, j≤ n, j++,

UPk,jT = BPk,jT − ‚
m=1

k−1
LPk,mT UPm,jT E;

ForAi= k+ 1, i ≤ n, i++,

LPi,kT =
i

k
jjjjBPi,kT − ‚

m=1

k−1
LPi,mT UPm,kT

y

{
zzzz ì UPk,kTEE;

Return@8L, U<DE  
 
το οποίο δουλεύει για οποιοδήποτε συµµετρικό πίνακα Α. Κάνοντας χρήση του 
παραπάνω προγράµµατος στον πίνακα Α που έχουµε ορίσει θα έχουµε : 
 
A = 8814, 11, 11<, 811, 14, 11<, 811, 11, 14<<;  
8L, U< = choleskyDecomposition@AD;  
L 
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U 
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Στην περίπτωση που θελήσουµε να λύσουµε το σύστηµα AX=B, θα πρέπει : 
Βήµα 1. Να δηµιουργήσουµε τα L,U όπου TU DL= , 
Βήµα 2. Να λύσουµε την LY B=  ως προς Y µε αντικατάσταση προς τα µπροστά, 
Βήµα 3. Να λύσουµε την UX Y=  ως προς Χ µε αντικατάσταση προς τα πίσω. 
 
Αν δηλ. ο πίνακας Β είναι ο παρακάτω : 
 
B= 881<, 80<, 80<<;  
 
θα πρέπει να εφαρµόσουµε το βήµα 2 για να υπολογίσουµε το Υ, 
 
Y= Table@8yi<, 8i, 1, 3<D;  
Solve@L.Y B, Flatten@YDD  
::y1 → 1, y2 → −

11
14

, y3 → −
11
25

>>
 

 
και στη συνέχεια το βήµα 3 για να υπολογίσουµε το Χ, 
 
X = Table@8xi<, 8i, 1, 3<D;  
Solve@U.X Y, Flatten@XDD ê. %%   (εφαρµόζοντας το προ-προηγούµενο αποτέλεσµα) 
:::x1 →

25
108

, x2 → −
11

108
, x3 → −

11
108

>>>
 

 
Τα παραπάνω θα µπορούσαν λυθούν και µε την TridiagonalSolve[] που ανήκει στο 
πακέτο LinearAlgebra. Παρακάτω παραθέτουµε δύο συναρτήσεις, οι οποίες επιλύουν 
προς τα µπροστά την LY=B (Βήµα 2ο), 
 
ForeSub@L_List, B_ListD:=

ModuleA8n, i, j, Y<,

n= Length@LD;
Y= Table@0, 8n<D;

YPnT =
BPnT

LPn,nT
;

ForAi= 1, i≤ n, i++,

YPiT =
i

k
jjjjBPiT − ‚

j= 1

i−1
LPi,jT YPjT

y

{
zzzz ì LPi,iTE;

Return@YDE  
 
Y= ForeSub@L, BD  
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και την UX=Y (Βήµα 3ο) 
 
BackSub@U_List, Y_ListD:=

ModuleA8n, i, j<,

n= Length@UD;
X = Table@0, 8n<D;

XPnT =
YPnT

UPn,nT
;

ForAi= n− 1, 1 ≤ i, i−−,

XPiT =
i

k
jjjjYPiT − ‚

j= i+1

n
UPi,jT XPjT

y

{
zzzz ì UPi,iTE;

Return@XDE  
 
X = BackSub@U, YD  
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Κεφάλαιο 5. n  και n  
 
Παράδειγµα. ∆ίνονται τα διανύσµατα 

1 2 1
2 , 1 , 1
4 1 1

x y z
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

α) Να υπολογίσετε το διάνυσµα 3x-4y, 
β) Να υπολογίσετε το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων x,y, 
γ) Να υπολογίσετε το εξωτερικό γινόµενο των x,y. 
δ) Να υπολογίσετε το µικτό γινόµενο των x,y,z. 
  
Απάντηση. Πρώτα ορίζουµε τα διανύσµατα x,y, 
 
x= 81, 2, 4<;  
y= 82, 1, −1<;  
z= 81, 1, 1<;  
 
Το διάνυσµα 3x-4y δίνεται παρακάτω, 
 
3 x+ 4 y  
811, 10, 8<  
 
Το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων υπολογίζεται µε τη βοήθεια της 
συνάρτησης Dot[], 
 
 
Dot@x, yD  
0 
 
Συµπεραίνουµε δηλαδή ότι τα διανύσµατα x,y είναι κάθετα µεταξύ τους. ∆ιανύσµατα 
στον δισδιάστατο χώρο µπορούµε να τα σχεδιάσουµε µε την συνάρτηση Arrow που 
υπάρχει στο πακέτο Graphics. Επειδή δεν υπάρχει παρόµοια συνάρτηση που να 
σχεδιάζει στον τρισδιάστατο χώρο, κάνουµε χρήση της συνάρτησης Line[] που 
ανήκει επίσης στο πακέτο Graphics για να σχεδιάσουµε τα δύο αυτά διανύσµατα. 
 
<< Graphics̀ ;  
z= 80, 0, 0<;  
p1= Show@Graphics3D@Line@8z, x<DD, DisplayFunction→ IdentityD  
 Graphics3D  

p2= Show@Graphics3D@Line@8z, y<DD, DisplayFunction→ IdentityD  
 Graphics3D  

Show@p1, p2, DisplayFunction→ $DisplayFunctionD  



 
 Graphics3D  

 
Η επιλογή DisplayFunction→Identity δίνει την εντολή να µην εµφανισθεί το γραφικό, 
ενώ η επιλογή DisplayFunction→$DisplayFunction δίνει την δυνατότητα να 
εµφανισθεί στην οθόνη το γραφικό. Παρατηρούµε ότι αποθηκεύσαµε τα γραφικά ως 
p1 και p2 και στη συνέχεια τα εµφανίσαµε και τα δύο µαζί µε την εντολή Show[]. Η 
εντολή Line[z,x] εµφανίζει ευθεία µε αρχή το σηµείο z, και τέλος το σηµείο x. Η 
Graphics3D µας βοηθάει να εµφανίσουµε ένα τρισδιάστατο γραφικό όπως αυτό που 
µας δίνει η συνάρτηση Line[]. 
Το εξωτερικό γινόµενο δίνεται από τη συνάρτηση CrossProduct[] που ανήκει στο 
πακέτο συναρτήσεων VectorAnalysis που µε την σειρά του ανήκει στο πακέτο 
Analysis. Συνεπώς θα έχουµε, 
 
<< Calculus̀ VectorAnalysis̀  (κάλεσµα του πακέτου) 
w = CrossProduct@x, yD  
8−6, 9, −3<  
 
Στο πακέτο αυτό ανήκει και η συνάρτηση του εσωτερικού γινοµένου DotProduct[] 
DotProduct@x, yD  
0 
 
Για να πάρουµε την γραφική παράσταση του διανύσµατος w θα έχουµε 
 
p3= Show@Graphics3D@Line@8z, w<DD, DisplayFunction→ IdentityD;  
 
ενώ για την γραφική παράσταση όλων των διανυσµάτων µαζί θα έχουµε, 
 
p4= Show@p1, p2, p3, DisplayFunction → $DisplayFunction, Boxed → FalseD  



 
 Graphics3D  

 
Παρατηρούµε ότι το εξωτερικό γινόµενο w των δύο διανυσµάτων x,y είναι διάνυσµα 
κάθετο στον χώρο που ορίζουν τα διανύσµατα x,y. Η επιλογή Boxed→False 
απενεργοποιεί από το γραφικό τους άξονες των συντεταγµένων.  
 
Το µικτό γινόµενο των τριών διανυσµάτων θα το πάρουµε µε την συνάρτηση 
ScalarTripleProduct[] που ανήκει και αυτή στο πακέτο συναρτήσεων VectorAnalysis. 
ScalarTripleProduct@x, y, z, CartesianD  
0          ■ 
 
Άσκηση 2. Να δηµιουργήσετε 4 τυχαία διανύσµατα 3

iu ∈  και να βρείτε αν είναι 
γραµµικά ανεξάρτητα. 
Απάντηση. 
Η συνάρτηση Random[] δηµιουργεί έναν τυχαίο πραγµατικό αριθµό στο κλειστό 
διάστηµα [0,1]. Αν θέλουµε έναν τυχαίο ακέραιο αριθµό στο διάστηµα [-10,10] θα 
πρέπει να γράψουµε : 
 
Random@Integer, 8−10, 10<D  
-2  
 
Αν τώρα θέλουµε να πάρουµε µια λίστα µε 3 τυχαίους ακέραιους αριθµούς θα 
γράψουµε : 
 
Table@Random@Integer, 8−10, 10<D, 8i, 1, 3<D  
8−2, −2, −2<  
 
Αν πάλι θέλουµε να δηµιουργήσουµε 4 τυχαία διανύσµατα 3

iu ∈  θα έχουµε : 
 
Do@uj = Table@Random@Integer, 8−10, 10<D, 8i, 1, 3<D, 8j, 1, 4<D  
 
Η συνάρτηση Do[] δέχεται δύο ορίσµατα : α) το πρώτο είναι το κυρίως σώµα του 
προγράµµατος που θέλουµε να επαναλάβουµε, και β) το δεύτερο όρισµα δηλώνει τον 
τρόπο µε τον οποίο µεταβάλλεται ο δείκτης επανάληψης. Συνεπώς για j=1, θα 
εκτελεστεί η εντολή uj = Table@Random@Integer, 8−10, 10<D, 8i, 1, 3<D  και θα 
υπολογιστεί µε τον τρόπο αυτό το διάνυσµα 1u , στη συνέχεια το j θα γίνει 2 και θα 
υπολογιστεί το 2u  κ.ο.κ.. Τα διανύσµατα που έχουµε πάρει µπορούν εύκολα να 
παρουσιαστούν µε την εντολή Table[], 
 
U= Table@uj, 8j, 1, 4<D  
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Η συνάρτηση RowReduce[] µπορεί να κάνει στοιχειώδεις πράξεις στις γραµµές του 
πίνακα U ώστε να µας δώσει την τάξη του πίνακα U, και συνεπώς το πλήθος των 
γραµµικώς ανεξάρτητων διανυσµάτων : 
 
RowReduce@UD  
i
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Εφόσον υπάρχει µηδενική γραµµή (4η) τα διανύσµατα δεν είναι γραµµικά 
ανεξάρτητα. Εφόσον η τάξη του πίνακα είναι 3, θα έχουµε 3 γραµµικώς ανεξάρτητα 
διανύσµατα. Την τάξη του πίνακα θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε και µε την 
συνάρτηση MatrixRank[], όπως παρακάτω : 
 
MatrixRank@UD  
3 
Για να βρούµε την σχέση εξάρτησης που υπάρχει µπορούµε να λύσουµε την σχέση 

1 1 2 2 3 3 4 4 0a u a u a u a u+ + + =  ως προς τις µεταβλητές , 1, 2,3, 4ia i =  µέσω της εντολής 
Reduce. 
 
Reduce@Sum@aiui, 8i, 1, 4<D 0, Table@ai, 8i, 1, 4<DD  
a2 ã

323a1

740
Ì a3 ã -

223a1

370
Ìa4 ã -

739a1

740  
 
Η συνάρτηση Sum[], δέχεται δύο ορίσµατα : α) τον όρο της ακολουθίας που θέλουµε 
να προσθέσουµε f(i), και β) τον δείκτη i πως µεταβάλλεται.  Η λύση που πήραµε µας 
δείχνει και τη σχέση εξάρτησης µεταξύ των διανυσµάτων π.χ. 
 

1 0

1 1 1 2 1 3 1 4

1 2 3 4

323 223 739 0
740 370 740

323 223 739
740 370 740

a

a u a u a u a u

u u u u

≠

+ − − = ⇒

= − + +
 

■ 
 
Άσκηση 3. Να δηµιουργήσετε 4 τυχαίους πίνακες 2 2 , 1, 2,3, 4wu w×∈ =  και να 
βρείτε αν είναι γραµµικά ανεξάρτητοι. 
Απάντηση. 
Πρώτα δηµιουργούµε τους 4 τυχαίους πίνακες 2 2 , 1, 2,3, 4wu w×∈ =   : 
 
Table@uw = Table@Table@Random@Integer, 8−5, 5<D, 8i, 1, 2<D, 8j, 1, 2<D, 8w, 1, 4<D  
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Ελέγχουµε αν υπάρχουν , 1, 2,3, 4ia i =  τέτοια ώστε 1 1 2 2 3 3 4 4 0a u a u a u a u+ + + =  για 

, 1, 2,3, 4ia i =  όχι κατά ανάγκη όλα µηδέν.   
 
Reduce@Sum@aw∗uw, 8w, 1, 4<D ZeroMatrix@2, 2D, Table@aw, 8w, 1, 4<DD  
a1 ã -

5a5

9
Ìa2 ã -

a5

9
Ì a3 ã

2a5

9
Ì a4 ã

5a5

3  
 
Συνεπώς οι 4 πίνακες είναι γραµµικά εξαρτηµένοι.      ■ 
 



6. ∆ιανυσµατικοί χώροι µε Mathematica. 
 
Παράδειγµα 1. Εξετάστε ποια από τα παρακάτω υποσύνολα του 3  είναι υπόχωροι 
του 3και δικαιολογείστε την απάντησή σας. 

1. { }( , , ) 3 5 1U x y z x y z= + + =  

2. { }2( , , ) 3 5 0V x y z x y z= + + =  

3. { }( , , ) 3 5 0W x y z x y z= + + = . 
Απάντηση.  

1. Έστω δύο διανύσµατα ( , , ) , 1, 2i i i iu x y z U i= ∈ =  δηλαδή  
( , ,1 3 5 ) , 1, 2i i i i iu x y x y U i= − − ∈ = . Θα πρέπει και το άθροισµα των δύο 

αυτών διανυσµάτων να ανήκει στον χώρο U.  
u1 = 8x1, y1, 1− 3 x1 − 5 y1<;
u2 = 8x2, y2, 1− 3 x2 − 5 y2<;
s= u1 + u2;
3 s@@1DD+ 5 s@@2DD + s@@3DD == 1êê Simplify  
False 
 
Παρατηρώ λοιπόν ότι η ιδιότητα 1 2u u U+ ∈  δεν ικανοποιείται και συνεπώς ο U 
δεν είναι υπόχωρος του 3 . Παρόµοια θα µπορούσαµε να ελέγξουµε και την 
δεύτερη ιδιότητα π.χ. 
v1 = 9x1, y1, −3 Hx1L2 − 5 y1=;

s= k v1;
3 Hs@@1DDL2 + 5 s@@2DD+ s@@3DD 0 êêSimplify  
k ã 1  
 
Παρατηρούµε λοιπόν από παραπάνω ότι θα ισχύει η ιδιότητα 1 ,ku U k∈ ∈  αν 
και µόνο αν 1k = . Αρκεί λοιπόν να πάρουµε το διάνυσµα ( )1 1 0 3u U= − ∈  
και 2 1k = ≠ και να δείξουµε ότι δεν ισχύει η ιδιότητα 1 ,ku U k∈ ∈  π.χ. 
 
u1 = 8x1, y1, 1− 3 x1 − 5 y1<;
s= 2 u1;
3 s@@1DD+ 5 s@@2DD + s@@3DD == 1êê Simplify  
False 
 
 
2. Έστω δύο διανύσµατα ( , , ) , 1, 2i i i iv x y z V i= ∈ =  δηλαδή  

2( , , 3 5 ) , 1, 2i i i i iv x y x y V i= − − ∈ = . Θα πρέπει και το άθροισµα των δύο αυτών 
διανυσµάτων να ανήκει στον χώρο V.  

v1 = 9x1, y1, −3 Hx1L2 − 5 y1=;

v2 = 9x2, y2, −3 Hx2L2 − 5 y2=;

s= v1 + v2;
3 Hs@@1DDL2 + 5 s@@2DD+ s@@3DD 0 êêSimplify  
x1 x2 ã 0  



 
Παρατηρούµε λοιπόν από παραπάνω ότι θα ισχύει η ιδιότητα 1 2v v V+ ∈  αν και 
µόνο αν 1 2 0x x = . Αρκεί λοιπόν να πάρουµε δύο διανύσµατα 

( ) ( )1 21 1 8 , 1 0 3v v V= − = − ∈  µε 1 2 1 1 0x x = × ≠  και να δείξουµε ότι δεν 
ισχύει η ιδιότητα 1 2v v V+ ∈  π.χ. 
 
v1 = 81, 1, −8<;
v2 = 81, 0, −3<;
s= v1 + v2;
3 Hs@@1DDL2 + 5 s@@2DD+ s@@3DD 0 êêSimplify  
False 
 
Παρόµοια θα µπορούσαµε να ελέγξουµε και την δεύτερη ιδιότητα π.χ. 
v1 = 9x1, y1, −3 Hx1L2 − 5 y1=;

s= k v1;
3 Hs@@1DDL2 + 5 s@@2DD+ s@@3DD 0 êêSimplify  
Hk - 1L k x1 ã 0  
 
Παρατηρούµε λοιπόν από παραπάνω ότι θα ισχύει η ιδιότητα 1 ,kv V k∈ ∈  αν 
και µόνο αν ( ) 11 0k kx− = . Αρκεί λοιπόν να πάρουµε το διάνυσµα 

( )1 1 0 3v V= − ∈  µε 1 1 0x = ≠  και { }2 0,1k = ∉ και να δείξουµε ότι δεν ισχύει 
η ιδιότητα 1 ,kv V k∈ ∈  π.χ. 
 
v1 = 81, 0, −3<;
s= 2 v1;
3 Hs@@1DDL2 + 5 s@@2DD+ s@@3DD 0 êêSimplify  
False 
 
 
3. Έστω δύο διανύσµατα ( , , ) , 1, 2i i i iw x y z W i= ∈ =  δηλαδή  

( , , 3 5 ) , 1, 2i i i i iw x y x y W i= − − ∈ = . Θα πρέπει και το άθροισµα των δύο αυτών 
διανυσµάτων να ανήκει στον χώρο W.  

w1 = 8x1, y1, −3 x1 − 5 y1<;
w2 = 8x2, y2, −3 x2 − 5 y2<;
s= w1 + w2;
3 s@@1DD+ 5 s@@2DD + s@@3DD 0êê Simplify  
True 
 
Παρατηρούµε λοιπόν από παραπάνω ότι ισχύει η ιδιότητα 1 2w w W+ ∈ . 
Παρόµοια µπορούµε να ελέγξουµε και την δεύτερη ιδιότητα π.χ. 
w1 = 8x1, y1, −3 x1 − 5 y1<;
s= kw1;
3 s@@1DD+ 5 s@@2DD + s@@3DD 0êê Simplify  
True 
 



Παρατηρούµε λοιπόν από παραπάνω ότι ισχύει και η δεύτερη ιδιότητα 
1 ,kw W k∈ ∈  και συνεπώς ο χώρος W είναι υπόχωρος του 3 . 

 
Παράδειγµα 2. Εξετάστε αν το σύνολο των πινάκων 

[ ]2 3 , 2 1
a b c

U M a c
d e f ×

⎧ ⎫⎡ ⎤
= ∈ = +⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦⎩ ⎭
  

αποτελεί υπόχωρο του συνόλου των 2x3 πινάκων. 
Απάντηση. Έστω δύο στοιχεία του παραπάνω συνόλου : 

, 2 1, 1, 2i i i
i i i

i i i

a b c
u U a c i

d e f
⎡ ⎤

= ∈ = + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

ή ισοδύναµα 
2 1

, 1, 2i i i
i

i i i

c b c
u U i

d e f
+⎡ ⎤

= ∈ =⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Θα πρέπει και το άθροισµα των δύο αυτών διανυσµάτων να ανήκει στο ίδιο 
σύνολο πινάκων 1 2u u U+ ∈  π.χ 
 
u1 = 882 c1 + 1, b1, c1<, 8d1, e1, f1<<;
u2 = 882 c2 + 1, b2, c2<, 8d2, e2, f2<<;
s= u1 + u2;
s@@1, 1DD == 2 s@@1, 3DD + 1êê Simplify 
False 
 
Παρατηρούµε λοιπόν από παραπάνω ότι δεν ισχύει η ιδιότητα 1 2u u U+ ∈  και 
συνεπώς ο U δεν αποτελεί υπόχωρο του [ ]2 3M × . Παρατηρήστε επίσης ότι ο 
µηδενικός πίνακας δεν ανήκει στον U. 
 
Παράδειγµα 3. Αν 

1 2

1 0 1 1 1 0
2 1 0 2 0 2

, , , , ,1 1 1 1 1 2
1 0 2 0 3 1
0 1 1 0 1 2

D span D span

⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 

 
βρείτε βάσεις των υποχώρων 1 2 1 2 1 2, , ,D D D D D D+ ∩ . 
Απάντηση. Σχηµατίζουµε έναν πίνακα µε στήλες τα διανύσµατα του 1D  και 
ελέγχουµε την τάξη του προκειµένου να υπολογίσουµε την διάσταση του χώρου 

1D . 
 



D1= 8
81, 0, 1<,
82, −1, 0<,
81, 1, 1<,
81, 0, 2<,
80, 1, −1<<;

MatrixRank@D1D  
3 
 
Άρα η διάσταση του χώρου 1D  είναι 3. Παρόµοια ελέγχουµε την διάσταση του 
χώρου 2D . 
 
D2= 8

81, 1, 0<,
82, 0, −2<,
81, 1, 2<,
80, 3, −1<,
80, −1, 2<<;

MatrixRank@D2D  
3 
 
Άρα η διάσταση του χώρου 2D  είναι 3. Συνεπώς οι χώροι 1 2,D D  έχουν ως βάση 
τους αντίστοιχου γεννήτορες των χώρων. Για να ελέγξουµε την διάσταση του 
χώρου 1 2D D+  σχηµατίζουµε έναν πίνακα D  µε τις στήλες των 1 2,D D  µιας και 
γεννήτορες του D  είναι τα διανύσµατα που παράγουν τους χώρους 1 2,D D  π.χ. 
 
<< LinearAlgebrà MatrixManipulatioǹ  
DD= AppendRows@D1, D2D  
i

k

jjjjjjjjjjjjjjj

1 0 1 1 1 0
2 -1 0 2 0 -2
1 1 1 1 1 2
1 0 2 0 3 -1
0 1 -1 0 -1 2

y

{

zzzzzzzzzzzzzzz
 

 
Η συνάρτηση AppendRows[] έχει ως στόχο την ένωση των δύο πινάκων και 
ανήκει στο πακέτο συναρτήσεων <<LinearAlgebra`MatrixManipulation` (αν 
ήθελα να τοποθετήσω τον έναν πίνακα κάτω από τον άλλο θα χρησιµοποιούσα 
την εντολή AppendColumns[]). Στη συνέχεια ελέγχουµε την διάσταση του χώρου: 
 
MatrixRank@DDD  
4 
 
Άρα η διάσταση του χώρου 1 2D D+  είναι 4, και συνεπώς είναι αρκετό να βρω 4 
γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα από τα παραπάνω 6 διανύσµατα που παράγουν 
τους χώρους 1 2,D D . Πράγµατι αν επιλέξω τις 4 πρώτες στήλες του πίνακα DD θα 
έχω : 
 



MatrixRank@TakeColumns@DD, 4DD  
4 
 
Συνεπώς οι 4 πρώτες στήλες του πίνακα DD αποτελούν µια βάση του χώρου 

1 2D D+ . Από το θεώρηµα της διάστασης θα έχουµε : 

( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

dim dim dim dim

dim dim dim dim 3 3 4 2

E E E E E E

E E E E E E

+ = + − ∩ ⇒

∩ = + − + = + − =
 

και συνεπώς ψάχνουµε για βάση µε δύο διανύσµατα. Αν 1 2

a
b

u D Dc
d
e

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ∈ ∩
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 τότε 

1

1 1 1 1

1

1 0 1 1 0 1
2 1 0 2 1 0
1 1 1 1 1 1
1 0 2 1 0 2
0 1 1 0 1 1

a
kb

k l m lc
md

e

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

και 

2

2 2 2 2

2

1 1 0 1 1 0
2 0 2 2 0 2
1 1 2 1 1 2
0 3 1 0 3 1
0 1 2 0 1 2

a
kb

k l m lc
md

e

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + + = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
Solve@8
88a<, 8b<, 8c<, 8d<, 8e<< D1.88k1<, 8l1<, 8m1<<,
88a<, 8b<, 8c<, 8d<, 8e<< D2.88k2<, 8l2<, 8m2<<,
D1.88k1<, 8l1<, 8m1<< == D2.88k2<, 8l2<, 8m2<<
<,
8a, b, c, d, e<D  

88a Ø 2m1 - m2, b Ø 2 Hm1 - 2m2L, c Ø 2m1 + m2, d Ø 3m1 - m2, e Ø 2m2 - m1<<  
 
Συνεπώς τα διανύσµατα που ανήκουν στην τοµή των δύο συνόλων 1 2D D∩  θα 
έχουν την µορφή : 

1 2

1 2

1 2 1 21 2

1 2

1 2

2 2 1
2 4 2 4
2 2 1
3 3 1

1 1

m m
m m

u m m D Dm m
m m
m m

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = + ∈ ∩+
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

και άρα τα διανύσµατα : 



2 1
2 4

,2 1
3 1
1 1

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

αποτελούν βάση του 1 2D D∩ . 
 

Παράδειγµα 4. Για τα διανύσµατα 1 1 2

2 2

,
a b

a b
a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = ∈⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 δείξτε ότι ο τύπος 

1 1 1 2 2 1 2 22 2 5a b a b a b a b a b• = − − +  

Ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στο χώρο. Ποιο είναι το µήκος του 
1
2

x ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ; 

Απάντηση. 
Πρώτα ορίζουµε το εσωτερικό γινόµενο ως συνάρτηση : 
f@8a1_, a2_<, 8b1_, b2_<D := a1 b1− 2 a1 b2 − 2 a2 b1 + 5 a2 b2  
 
και στη συνέχεια ελέγχουµε τις 4 ιδιότητες : 
1. x y y x• = •  
f@8a1, a2<, 8b1, b2<D == f@8b1, b2<, 8a1, a2<D êê Simplify  
True 
 
2. ( ) ( ) ( )kx ly z k x z l y z+ • = • + •  
f@k 8a1, a2< +l 8b1, b2<, 8c1, c2<D kf@8a1, a2<, 8c1, c2<D + lf@8b1, b2<, 8c1, c2<D êê Simplify  
True 
 
3. 0x x• ≥  
<< Algebrà  
InequalitySolve@f@8a1, a2<, 8a1, a2<D ≥ 0, 8a1, a2<D  
True 
 
4. 0 0x x x• = ⇒ =  
Reduce@f@8a1, a2<, 8a1, a2<D == 0, 8a1, a2<, RealsD  
a1 ã 0 fl a2 ã 0  
 
Συνεπώς ικανοποιούνται οι 4 ιδιότητες που αποδεικνύουν ότι ο τύπος  

1 1 1 2 2 1 2 22 2 5a b a b a b a b a b• = − − +  

ορίζει ένα εσωτερικό γινόµενο στο χώρο 2 . Το µήκος του 
1
2

x ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 είναι : 

Sqrt@f@81, 2<, 81, 2<DD  è!!!!!!!13  
 



7. Βάση και ∆ιάσταση 
 
Παράδειγµα 1. Έστω a∈ . Θεωρούµε τα στοιχεία  

(1,1,1), (2,1,1), (1, , 2)u v w a= = =  του 3 . 
1. Να βρεθούν οι τιµές του a  για τις οποίες τα , ,u v w  είναι γραµµικά 

ανεξάρτητα. 
2. Να βρεθούν οι τιµές του a για τις οποίες το (0,1,1)  ανήκει στον υπόχωρο που 

παράγουν τα , , .u v w  
Απάντηση.  
1. Για να είναι τα διανύσµατα u,v,w γραµµικά ανεξάρτητα θα πρέπει ο πίνακας µε 
στήλες/γραµµές τα διανύσµατα αυτά να έχει ορίζουσα διάφορη του µηδέν. 
 
A={{1,1,1},{2,1,1},{1,a,2}} 
i

k

jjjjjj

1 1 1
2 1 1
1 a 2

y

{

zzzzzz
 

Det@AD  
a - 2  
 
Είναι εύκολο να συµπεράνουµε ότι για a=2 τα διανύσµατα είναι γραµµικά 
ανεξάρτητα. 
Solve@Det@AD 0, aD  
88a Ø 2<<  
 
2. Θα πρέπει να υπάρχουν k,l,m τέτοιοι ώστε (0,1,1)=ku+lv+mw δηλ. 
 
u= 881, 1, 1<<;
v = 882, 1, 1<<;
w = 881, a, 2<<;
Reduce@880, 1, 1<< == ku + l v + m w, 8k, l, m<D  
a ã 2 Ì l ã

1
3

H-k - 1L Ì m ã
2- k

3
Î a - 2 ∫ 0 flk ã 2 fl l ã -1fl m ã 0

 
 
Παρατηρούµε λοιπόν ότι για 2a ≠  το διάνυσµα (0,1,1) γράφεται ως µοναδικός 
γραµµικός συνδυασµός των u,v,w λόγω του ότι τα u,v,w είναι γραµµικώς 
ανεξάρτητα, ενώ στην περίπτωση που 2a =  τότε το (0,1,1) γράφεται ως γραµµικός 
συνδυασµός των u,v,w µε παραπάνω από έναν τρόπους. Συµεπραίνουµε λοιπόν ότι 
για όλες τις τιµές του a  το διάνυσµα (0,1,1) ανήκει στον χώρο που παράγουν τα 
u,v,w. 
 
Παράδειγµα 2. Έστω V  ο υπόχωρος του 4  που παράγεται από τα διανύσµατα 
(1,1,0,0), (1,0,1,0), (3,1,2,0), (0,0,1,1).   
i) Να βρεθεί µια βάση και η διάσταση του V. 
ii) Να βρεθεί ένα µη µηδενικό διάνυσµα που είναι κάθετο σε κάθε διάνυσµα του V. 
Απάντηση.  
i) Αν ορίσουµε έναν πίνακα Α µε γραµµές/στήλες τα παραπάνω διανύσµατα θα 
έχουµε 
A = 881, 1, 0, 0<, 81, 0, 1, 0<, 83, 1, 2, 0<, 80, 0, 1, 1<<  



i

k

jjjjjjjjjjj

1 1 0 0
1 0 1 0
3 1 2 0
0 0 1 1

y

{

zzzzzzzzzzz
 

 
ο οποίος έχει τάξη 
 
MatrixRank@AD  
3 
 
και συνεπώς τα διανύσµατα είναι γραµµικώς εξαρτηµένα. Συνεπώς υπάρχει µια 
σχέση εξάρτησης της µορφής 1 1 2 2 3 3 4 4 0a u a u a u a u+ + + =  µε όχι όλα τα ia  µηδέν 
δηλ. 
u1 = 881, 1, 0, 0<<;
u2 = 881, 0, 1, 0<<;
u3 = 883, 1, 2, 0<<;
u4 = 880, 0, 1, 1<<;
Solve@a1 u1 + a2 u2+ a3 u3 +a4 u4 0, 8a1, a2, a3, a4<D  
Solve::svars :  Equationsmay not give solutionsfor all "solve" variables. More… 
88a1 Ø -a3, a2 Ø -2a3, a4 Ø 0<<  
 
Συνεπώς έχουµε 

3 1 3 2 3 3 4 1 2 3 1 2 32 0 0 2 0 2a u a u a u u u u u u u u− − + + = ⇒ − − + = ⇒ = − +  
και άρα τα διανύσµατα 2 3 4, ,u u u  παράγουν τον χώρο (εφόσον rank(A)=3). Στην 
παραπάνω σχέση θα κατέληγα και αν υπολόγιζα τον δεξιά µηδενικό χώρο του 
ανάστροφου του πίνακα Α δηλ. 
NullSpace@Transpose@ADD  
H -1 -2 1 0 L  
εφόσον 

( ) ( )

1

2
1 2 3 4

3

4

0 0 0 0

u
u

a a a a
u
u

← →⎛ ⎞
⎜ ⎟← →⎜ ⎟ =
⎜ ⎟← →
⎜ ⎟
← →⎝ ⎠

 

Η εντολή NullSpace[Β] υπολογίζει πάντα τον δεξιά µηδενικό χώρο του πίνακα Β. 
ii) Έστω ( )v a b c d=  το ζητούµενο διάνυσµα. Τότε θα πρέπει 

1 2 3 40 & 0 & 0 & 0v u v u v u v u• = • = • = • =  δηλ. 
 



v = 8a, b, c, d<;
u1 = 81, 1, 0, 0<;
u2 = 81, 0, 1, 0<;
u3 = 83, 1, 2, 0<;
u4 = 80, 0, 1, 1<;
Reduce@8

Dot@v, u1D 0,
Dot@v, u2D 0,
Dot@v, u3D 0,
Dot@v, u4D 0<,
8a, b, c, d<D  

b ã -a flc ã -a fl d ã a  
 
Άρα το διάνυσµα που ψάχνουµε είναι της µορφής 
( ) ( )1 1 1 1a a a a a− − = − − . 
 

Παράδειγµα 3. Να υπολογίσετε µία ορθοκανονική βάση του χώρου που ορίζουν τα 
διανύσµατα 1 [1 1 1 1]η Τ= , 2 [0 1 1 1]η Τ= , 3 [0 0 1 1]η Τ= . 

Απάντηση. Καλούµε το πακέτο <<LinearAlgebra`Orthogonalization` 
<<LinearAlgebrà Orthogonalizatioǹ  
Και στη συνέχεια εφαρµόζουµε την συνάρτηση GramSchmidt[] στα διανύσµατα που 
µας έδωσαν : 
u1 = 81, 1, 1, 1<;
u2 = 80, 1, 1, 1<;
u3 = 80, 0, 1, 1<;
GramSchmidt@8u1, u2, u3<D  
i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

1
2

1
2

1
2

1
2

-
"####3

2
1

2 "## ##3
1

2 "####3
1

2 "####3

0 -$%%%%%%%2
3

1
"## ##6

1
"## ##6

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
 

 

Παράδειγµα 4. Να βρεθεί ένας ορθογώνιος πίνακας µε 1η γραµµή τη  1 2, .
5 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Απάντηση. Έστω u=(1,0) ένα γραµµικά ανεξάρτητο διάνυσµα του διανύσµατος που 
προκύπτει από την 1η γραµµή. Τότε σύµφωνα µε την προηγούµενη άσκηση µπορώ να 
υπολογίσω µια ορθοκανονική βάση ως εξής : 
 
u1 = 9 1

è!!!!5
,

2
è!!!!5

=;

u2 = 81, 0<;
GramSchmidt@8u1, u2<D  



i

k

jjjjjjjjj

1
"####5

2
"## ##5

2
"####5

- 1
"####5

y

{

zzzzzzzzz
 

 
Ο παραπάνω πίνακας είναι ορθοκανονικός. 
 

Παράδειγµα 5. Να υπολογίσετε µία ορθοκανονική βάση του χώρου που ορίζουν τα 
διανύσµατα { }21, ,x x  αν ορίσουµε ως εσωτερικό γινόµενο στον χώρο των 

πολυωνύµων [ ]2R x  το ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

,p x q x p x q x dx= ∫ . 

Απάντηση. Κάνοντας χρήση της µεθόδου Gram-Schmidt για την µη ορθοκανονική 
βάση { }21, ,x x  θα έχουµε 

p1@x_D:= 1;

p2@x_D:= x−
Ÿ0

1x p1@xD x

Ÿ01p1@xD2 x
 p1@xD;

p3@x_D:= x2 −
Ÿ0

1x2 p1@xD x

Ÿ01p1@xD2 x
 p1@xD −

Ÿ0
1x2 p2@xD x

Ÿ01p2@xD2 x
 p2@xD;

p1@xD
Ÿ01p1@xD2 x

p2@xD
Ÿ01p2@xD2 x

p3@xD
Ÿ01p3@xD2 x  
1 
12J−

1
2

+ xN
 

180J 1
6

− x + x2N
 

 

Παράδειγµα 6. Αποδείξτε ότι το σύνολο { }2 31, 1, ( 1) , ( 1)B x x x= − − −  είναι µια βάση 

του 3[ ]x . 

Απάντηση. Για να είναι τα διανύσµατα { }2 31, 1, ( 1) , ( 1)x x x− − −  του 3[ ]x  γραµµικά 

ανεξάρτητα θα πρέπει η σχέση ( ) 2 31 1 ( 1) ( 1) 0a b x c x d x× + × − + × − + × − =  να έχει 
ως λύση την 0a b c d= = = = . Πράγµατι η παραπάνω σχέση θα πρέπει να ισχύει για 
κάθε x και συνεπώς και για x=0, x=1, x=2 και x=3 δηλ. 

 
p@x_D:= a1+ bHx− 1L + c Hx− 1L2 + d Hx− 1L3;
Solve@8p@0D 0, p@1D 0, p@2D 0, p@3D 0<, 8a, b, c, d<D  
88a → 0, b → 0, c → 0, d → 0<<  



 

που αποδεικνύει αυτό που ψάχνουµε. 



8. Γραµµικές Απεικονίσεις. 
 
Παράδειγµα 1. Ελέγξτε αν οι απεικονίσεις 

f : → , 2x x  

2 x 1
g : ,x

x
+⎛ ⎞

→ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 3

x 1
x

h : , 3y
y

y x

+⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟→ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

( ) ( )2 2: , , 2 , 2z z x y x y x y→ = + +  
είναι γραµµικές. 
Απάντηση. Θα πρέπει να ισχύει η ιδιότητα ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = +  ή ισοδύναµα 

( ) ( ) ( )( ) 0f x y f x f y+ − + = . Υπολογίζουµε λοιπόν το ( ) ( ) ( )( )f x y f x f y+ − +  
f@x_D:= x2;
Simplify@f@x+ yD − Hf@xD +f@yDLD  
2 x y 
και διαπιστώνουµε ότι το αποτέλεσµα δεν είναι ίσο µε µηδέν και συνεπώς η 
συνάρτηση δεν είναι γραµµική. Παρόµοια διαπιστώνουµε ότι 
g@x_D:= 8x+ 1, x<;
Simplify@g@x+ yD − Hg@xD +g@yDLD  
8−1, 0<  
και συνεπώς και η απεικόνιση g δεν είναι γραµµική. Όµοια και για την τελευταία 
απεικόνιση 
h@x_, y_D:= 8x+1, 3 y, y−x<;
Simplify@h@x1+ y1, x2+ y2D − Hh@x1, x2D +h@y1, y2DLD  
8−1, 0, 0<  
Η παραπάνω σχέση δεν είναι µηδέν για κάθε ζεύγος ( ),x y  και συνεπώς η h δεν είναι 
γραµµική. Τέλος για την απεικόνιση z έχουµε ότι : 
z@x_, y_D:= 82 x+ y, x+ 2 y<;
Simplify@z@x1+ y1, x2+ y2D − Hz@x1, x2D +z@y1, y2DLD
Simplify@z@lx, l yD −lz@x, yDD  
80, 0<  
80, 0<  
και άρα η z είναι γραµµική απεικόνιση. Μάλιστα η γραµµική απεικόνιση z είναι και 
1-1 εφόσον : 
 
z@x1, x2D −z@y1, y2D  
82 x1+ x2 − 2 y1 − y2, x1+ 2 x2 − y1 − 2 y2<  
Solve@82x1+ x2− 2 y1− y2 0, x1+ 2x2− y1−2 y2 0<, 8x1, x2<D  
88x1 → y1, x2 → y2<<  
 
αλλά και επί εφόσον 
z@x1, x2D −8y1, y2<  
82 x1+ x2 − y1, x1 + 2 x2− y2<  
Solve@82x1+ x2− y1 0, x1+ 2x2− y2 0<, 8x1, x2<D  



::x1 → −
1
3
H−2 y1 + y2L, x2 → −

1
3
Hy1 − 2 y2L>>

 
 
Από τα παραπάνω η αντίστροφη απεικόνιση θα είναι η παρακάτω : 

( ) ( ) ( )1 2 2 1 1 1: , , 2 , 2
3 3

z z x y x y x y− − ⎛ ⎞→ = − − + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

z@8x_, y_<D:= 82 x+ y, x+ 2 y<;

z1@8x_, y_<D:= 9−
1
3
H−2x+ yL, −

1
3
Hx− 2 yL=;

Simplify@z@z1@x, yDDD
Simplify@z1@z@x, yDDD  
8x, y<  
8x, y<  
 
Παράδειγµα 2. Θεωρούµε τη γραµµική απεικόνιση 

( ) ( )3 3: , , , 2 , , 2f f x y z x y z y z x y z→ = + − + + −  

που ορίζεται ως προς την κανονική βάση του 3 . 
1. Να βρεθεί ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f . 
2. Να βρεθεί µια βάση και η διάσταση του πυρήνα της  f. 
3. Να βρεθεί µια βάση και η διάσταση της εικόνας της  f. 

Απάντηση.  
1. Υπολογίζουµε τις τιµές ( ) ( ) ( )1 2 3, ,f e f e f e  όπου { }1 2 3, ,e e e  η κανονική βάση του 

3 . 
f@88x_<, 8y_<, 8z_<<D:= 88x+ 2 y− z<, 8y+ z<, 8x+ y−2 z<<;
f@881<, 80<, 80<<D
f@880<, 81<, 80<<D
f@880<, 80<, 81<<D  
i

k

jjjjjj

1
0
1

y

{

zzzzzz
 

i

k

jjjjjj

2
1
1

y

{

zzzzzz
 

i

k

jjjjjj

-1
1

-2

y

{

zzzzzz
 

 
και άρα ο πίνακας της γραµµικής απεικόνισης f  έχει ως στήλες τις παραπάνω τιµές 
 
A = Transpose@8f@81, 0, 0<D, f@80, 1, 0<D, f@80, 0, 1<D<D  
i

k

jjjjjj

1 2 -1
0 1 1
1 1 -2

y

{

zzzzzz
 

 
Πράγµατι έχουµε 
 
A.88x<, 8y<, 8z<<  



i

k

jjjjjj

x + 2 y- z
y + z

x + y- 2 z

y

{

zzzzzz
 

 
που ταυτίζεται µε την τιµή της απεικόνισης ( ), ,f x y z . 
 
2. Για να υπολογίσουµε τον πυρήνα της απεικόνισης ( ), ,f x y z  θα πρέπει να λύσουµε 

την ( ), , 0f x y z = . 
Solve@f@88x<, 8y<, 8z<<D 0, 8x, y, z<D  
88x Ø 3 z, y Ø -z<<  
 
και συνεπώς ο πυρήνας της απεικόνισης είναι : 

( ) ( ) ( ){ }: 3 3 1 1T TKer f x x z z z z= = − = −  

Το διάνυσµα ( )3 1 1 T−  είναι βάση του πυρήνα της f και ( )dim 1Ker f = . Την 
βάση του πυρήνα της f θα µπορούσαµε να την βρούµε και από τον δεξιά µηδενικό 
χώρο του πίνακα Α π.χ. 
NullSpace@AD  
H 3 -1 1 L  
 
3. Η τάξη του πίνακα Α είναι 2 και συνεπώς και η διάσταση του ( )3f . 
MatrixRank@AD  
2 
Οι γεννήτορες του ( )3f  είναι τα διανύσµατα ( ) ( ) ( )1 2 3, ,f e f e f e  που εύκολα 
µπορούµε να δούµε ότι είναι γραµµικώς εξαρτηµένα : 
Reduce@af@881<, 80<, 80<<D + bf@880<, 81<, 80<<D + cf@880<, 80<, 81<<D 0, 8a, b, c<D  
b ã -

a
3

Ìc ã
a
3  

ή ισοδύναµα 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 2 3
1 10

3 3 3 3
a aaf e f e f e f e f e f e− + = ⇒ = −  

και άρα τα διανύσµατα ( ) ( )2 3,f e f e  παράγουν τον χώρο ( )3f . 
 
Παράδειγµα 3. Έστω  

( ) ( ) ( )T T T
1 2 3u 1 1 0 ,u 1 0 1 ,u 0 1 1= = =  

επειδή η ορίζουσά τους είναι διάφορη του µηδενός  τα διανύσµατα αυτά αποτελούν 
µια βάση του 3 . 
∆ίνεται η µοναδική γραµµική απεικόνιση 3 2f : →  
τέτοια ώστε 

( ) ( ) ( )T T T
1 2 3f ( u ) 1 2 , f ( u ) 0 0 , f ( u ) 2 1= = =  

Να βρεθεί ο τύπος της f . 

Απάντηση. Αν ( )TX x y z= οι συντεταγµένες ενός διανύσµατος X ως προς την 
συνήθη βάση, τότε θα αναζητήσουµε τους µοναδικούς πραγµατικούς αριθµούς a,b,c  
έτσι ώστε 



1 2 3X au bu cu= + +  
∆ηλαδή 

x 1 1 0
y a 1 b 0 c 1
z 0 1 1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

u1 = 881<, 81<, 80<<;
u2 = 881<, 80<, 81<<;
u3 = 880<, 81<, 81<<;
Solve@88x<, 8y<, 8z<< au1 + bu2 + cu3, 8a, b, c<D  
::a Ø -

1
2

H- x- y + zL, b Ø -
1
2

H-x + y- zL, c Ø -
1
2

Hx - y- zL>>
 

Στη συνέχεια δίνουµε στην συνάρτηση µας f  τις ιδιότητες που έχει, δηλαδή ότι είναι 
γραµµική : 
f@x_+ y_D := f@xD + f@yD  
f@a_ x_D:= af@xD  
Καθώς και ότι έχει συγκεκριµένες εικόνες για κάποια x δηλ. 
f@u1D := 881<, 82<<;
f@u2D := 880<, 80<<;
f@u3D := 882<, 81<<;  
Στη συνέχεια εφόσον ορίσουµε τις τιµές των a,b,c που βρήκαµε προηγουµένως, 
ζητάµε από το Mathematica να µας δώσει τον τύπο της f  κάνοντας χρήση των 
κανόνων γραµµικότητας που του δώσαµε δηλ. 
a= −

1
2
H−x − y +zL;

b= −
1
2
H−x + y −zL;

c= −
1
2
Hx − y − zL;

f@au1 + bu2 + cu3D êêSimplify  
i

k

jjjjjj

1
2

H- x + 3 y+ zL
1
2

Hx + 3 y - zL

y

{

zzzzzz
 

 
Το Mathematica διαπιστώνουµε ότι έχει την δυνατότητα του κανονοκεντρικού 
προγραµµατισµού. Με τον όρο «κανονοκεντρικό προγραµµατισµό» ή rule-based 
programming, εννοούµε τον προγραµµατισµό ο οποίος στηρίζεται στην συλλογή 
διαφορετικών ορισµών (ένας ή και περισσότεροι ορισµοί) που αφορούν την ίδια 
συνάρτηση. Ο κάθε ορισµός µπορεί να αναφέρεται σε διαφορετικές τιµές που µπορεί 
να πάρουν τα ορίσµατα της συνάρτησης. Ο κανονοκεντρικός προγραµµατισµός 
στηρίζεται σε δύο έννοιες : τον «κανόνα» ή rule, και το «πρότυπο» ή pattern. Με τον 
όρο «κανόνα» ή rule, εννοούµε την διαδικασία αντιστοίχησης των διαφόρων µορφών 
που µπορεί να έχουν τα ορίσµατα της συνάρτησης, σε συγκεκριµένες τιµές. Η δε 
µορφή που µπορεί να έχει το όρισµα της συνάρτησης, ονοµάζεται πρότυπο ή pattern. 

9. Ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα. 
 



Παράδειγµα 
∆ίνεται ο πίνακας 

4 2 2
2 4 2
2 2 4

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Να  βρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα  του πίνακα Α. 
Απάντηση 
Παρακάτω χρησιµοποιούµε το υπολογιστικό σύστηµα άλγεβρας Mathematica για να 
υπολογίσουµε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα Α. 
Ορισµός του πίνακα Α 
 
In[1]:= a= 884, 2, 2<, 82, 4, 2<, 82, 2, 4<<

Out[1]= 884, 2, 2<, 82, 4, 2<, 82, 2, 4<<  
 
Υπολογισµός του χαρακτηριστικού πολυωνύµου του πίνακα. 
 
In[2]:= p= Det@s∗IdentityMatrix@3D −aD

Out[2]= −32 + 36 s − 12 s2 + s3  
 
Επίλυση της χαρακτηριστικής εξίσωσης. 
 
In[3]:= Solve@p 0, sD

Out[3]= 88s → 2<, 8s → 2<, 8s → 8<<  
 
Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του πίνακα Α θα µπορούσε να υπολογιστεί και µε την 
συνάρτηση CharacteristicPolynomial. 
 
In[4]:= CharacteristicPolynomial@a, sD

Out[4]= 32− 36 s + 12 s2 − s3  
 
Οι ιδιοτιµές του πίνακα Α θα µπορούσαν να υπολογιστούν επίσης µε την συνάρτηση 
Eigenvalues. 
 
In[5]:= Eigenvalues@aD

Out[5]= 88, 2, 2<  
 
Υπολογισµός των ιδιοδιανυσµάτων του πίνακα Α που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή 2. 
 
In[6]:= NullSpace@a− 2∗IdentityMatrix@3DD

Out[6]= 88−1, 0, 1<, 8−1, 1, 0<<  
 
Υπολογισµός των ιδιοδιανυσµάτων του πίνακα Α που αντιστοιχούν στην ιδιοτιµή 8. 
 
In[7]:= NullSpace@a− 8∗IdentityMatrix@3DD

Out[7]= 881, 1, 1<<  



 
Τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα Α θα µπορούσαν να υπολογισθούν µε την συνάρτηση 
Eigenvectors. 
 
In[8]:= Eigenvectors@aD

Out[8]= 881, 1, 1<, 8−1, 0, 1<, 8−1, 1, 0<<  
 
Παρατηρούµε ότι το πρώτο ιδιοδιάνυσµα αντιστοιχεί στην πρώτη ιδιοτιµή που µας 
έδωσε η συνάρτηση Eigenvalues, ενώ τα υπόλοιπα δύο αντιστοιχούν στην δεύτερη-
τρίτη ιδιοτιµή που επέστρεψε η συνάρτηση Eigenvalues. Θα µπορούσαµε επίσης να 
πάρουµε και τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα µας µε την συνάρτηση Eigensystem 
που µας δίνει τα ιδιοποσά του συστήµατος. 
 
In[9]:= Eigensystem@aD

Out[9]= 888, 2, 2<, 881, 1, 1<, 8−1, 0, 1<, 8−1, 1, 0<<<  
 
Η παραπάνω συνάρτηση επιστρέφει µια λίστα µε στοιχεία 2 λίστες. Η πρώτη περιέχει 
τις ιδιοτιµές του πίνακα Α, ενώ η δεύτερη τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις 
ιδιοτιµές της πρώτης λίστας. 
 

Παράδειγµα 
Προσπαθήστε να υπολογίσετε την παράσταση : 

2004 2003 2002A A A− +  
όπου 

[ ]2

3 1
0 3

A M⎡ ⎤
= ∈⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Απάντηση. 
Ορισµός του πίνακα Α 
In[1]:= a= 883, 1<, 80, 3<<

Out[1]= J
3 1
0 3 N

 
Υπολογισµός του αθροίσµατος 2004 2003 2002A A A− +  κάνοντας χρήση της συνάρτησης 
MatrixPower[πίνακας, δύναµη] που υπολογίζει την «δύναµη» ενός «πίνακα» καθώς 
και της συνάρτησης FactorInteger[ακέραιος] που παραγοντοποιεί έναν «ακέραιο» 
αριθµό. 
In[2]:= MatrixPower@a, 2004D − MatrixPower@a, 2003D+ MatrixPower@a, 2002D êêFactorInteger

Out[2]=

i

k

jjjjjjjjjjj

J
3 2002
7 1 N J

3 2001
14029 1 N

H 0 1 L J
3 2002
7 1 N

y

{

zzzzzzzzzzz
 

Άρα το αποτέλεσµα που θα πάρουµε είναι ο πίνακας 
1 2002 1 2001

1 1 2002

7 3 14029 3
0 7 3

⎛ ⎞× ×
⎜ ⎟

×⎝ ⎠
 

 
Παράδειγµα 
∆ίνεται ο πίνακας 



[ ]2

5 8
2 5

A M⎡ ⎤
= ∈⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 

να υπολογιστεί ο πίνακας Ae . 
Σηµείωση. Ο πίνακας Ae  ορίζεται ως εξής : 

1 21 1 1
1! 2! !

A ne I A A A
n

= + + + + +  

Απάντηση 
Ορισµός του πίνακα Α 
 
In[1]:= a= 885, 8<, 8−2, −5<<

Out[1]= J
5 8

-2 -5 N
 

 
Υπολογισµός του πίνακα Ae  
 
In[2]:= MatrixExp@aD

Out[2]=

i

k

jjjjjjjjjj

-1+4 ‰6

3 ‰3
4 J-1+‰6N

3 ‰3

1-‰6

3 ‰3
4-‰6

3 ‰3

y

{

zzzzzzzzzz
 

 
Παράδειγµα. ∆ίνεται ο πίνακας 

[ ]2

1 2
2 1

A M⎛ ⎞
= ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Να υπολογίσετε την ν-οστή δύναµη του πίνακα Α. 
Απάντηση 
In[1]:= MatrixPower@881, 2<, 82, 1<<, nD

Out[1]=

i

k

jjjjjjjj

H-1Ln

2
+ 3n

2
- 1

2
H-1Ln + 3n

2

- 1
2

H-1Ln + 3n

2
H-1Ln

2
+ 3n

2

y

{

zzzzzzzz
  

 
Παράδειγµα. ∆ίνεται ο πίνακας 

[ ]3

4 2 2
2 4 2
2 2 4

A M
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Να υπολογίσετε τον αντίστροφο του πίνακα Α. 
Απάντηση 

In[1]:= a= 884, 2, 2<, 82, 4, 2<, 82, 2, 4<<

Out[1]=
i

k

jjjjjj

4 2 2
2 4 2
2 2 4

y

{

zzzzzz
 

 
 



In[2]:= Inverse@aD

Out[2]=

i

k

jjjjjjjjjjjjj

3
8

- 1
8

- 1
8

- 1
8

3
8

- 1
8

- 1
8

- 1
8

3
8

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

 

Παράδειγµα 
Να υπολογίσετε το ελάχιστο πολυώνυµο του πίνακα 

[ ]3

2 1 0
  0 2 0

0 0 2
A M

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Απάντηση. 
Ο πίνακας Α µπορεί να οριστεί στο Mathematica ως 
a= 88s− 2, −1, 0<, 80, s− 2, 0<, 80, 0, s− 2<<  
88−2 + s, −1, 0<, 80, −2 + s, 0<, 80, 0, −2 + s<<  
 
Στη συνέχεια µέσω της συνάρτησης Minors[a,2] µπορούµε να υπολογίσουµε όλες τις 
ορίζουσες τάξης 2 του πίνακα Α, και µέσω της Flatten να πάρουµε τις ορίζουσες 
αυτές ως µια λίστα 
Minors@a, 2D êê Flatten  
84− 4 s + s2, 0, 0, 0, 4 − 4 s+ s2, 2 − s, 0, 0, 4 − 4 s + s2<  
 
Εφαρµόζοντας (Apply) την συνάρτηση PolynomialGCD, που υπολογίζει τον µέγιστο 
κοινό διαιρέτη πολυωνύµων, στην παραπάνω λίστα (%) θα πάρουµε τον µέγιστο 
κοινό διαιρέτη των πολυωνύµων της παραπάνω λίστας 
q2 = Apply@PolynomialGCD, %D  
−2 + s  
 
Συνεπώς το ελάχιστο πολυώνυµο θα είναι 
Det@aDêq2 êêSimplify  
H−2 + sL2  

■ 
 

Παράδειγµα 
Να υπολογίσετε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα των παρακάτω πινάκων : 

2 1 0 2 1 0
2 1

0 1 1  ;  0 2 0  ;  
1 2

2 2 1 0 0 3
A B C

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Απάντηση 

1 1 2 0

2 1 0 1 1
0 1 1 1, 1 , 0, 2
2 2 1 2 2

A V Vλ λ−

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → = − = − = = −⎨⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭

 



Η ιδιοτιµή 1 1λ = −  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 και γεωµετρική πολλαπλότητα 1, 
ενώ η 2 0λ =  έχει αλγεβρική και γεωµετρική πολλαπλότητα 1. 
 
Ορίζουµε τον πίνακα Α 
In[1]:= a= 88−2, −1, 0<, 80, 1, 1<, 8−2, −2, −1<<

Out[1]=
i

k

jjjjjj

-2 -1 0
0 1 1

-2 -2 -1

y

{

zzzzzz
 

Υπολογίζουµε τις ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα Α 
In[2]:= Eigensystem@aD

Out[2]= J
-1 -1 0

81, -1, 2< 80, 0, 0< 81, -2, 2< N
 

 

1 2 2 3

2 1 0 1 0
0 2 0 2, 0 , 3, 0
0 0 3 0 1

B V Vλ λ

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= → = = = =⎨⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭

 

Η ιδιοτιµή 1 2λ =  έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2 και γεωµετρική πολλαπλότητα 1, 
ενώ η 2 3λ =  έχει αλγεβρική και γεωµετρική πολλαπλότητα 1. 
 
Ορίζουµε τον πίνακα Β 
In[1]:= b= 882, 1, 0<, 80, 2, 0<, 80, 0, 3<<

Out[1]=
i

k

jjjjjj

2 1 0
0 2 0
0 0 3

y

{

zzzzzz
 

Υπολογίζουµε τις ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα Β 
In[2]:= Eigensystem@bD

Out[2]= J
3 2 2

80, 0, 1< 81, 0, 0< 80, 0, 0< N
 

 

1 15 5

2 1 2 5 2 55, , 5,
1 2 1 1

C V Vλ λ
−

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ − +⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪= → = − = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎬⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎩ ⎭
 

Η ιδιοτιµή 1 5λ = −  έχει αλγεβρική και γεωµετρική πολλαπλότητα 1, ενώ η 2 5λ =  
έχει αλγεβρική και γεωµετρική πολλαπλότητα 1. 
 
Ορίζουµε τον πίνακα C 
In[1]:= c= 882, 1<, 81, −2<<

Out[1]= J
2 1
1 -2 N

 
Υπολογίζουµε τις ιδιοτιµές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα C 
In[2]:= Eigensystem@cD

Out[2]=
i

k
jjjjj

-è!!!!!5 è!!!!!5
92- è!!!!!5 , 1= 92+ è!!!!!5 , 1=

y

{
zzzzz

 
■ 



10. ∆ιαγωνοποίηση. 
 

Παράδειγµα 
Μια χώρα διαιρείται σε 3 γεωγραφικές περιοχές. Σύµφωνα µε στατιστικές κάθε 
χρόνο το 5% της περιοχής 1 µετακινείται στην περιοχή 2 και 5% στην περιοχή 3. Από 
τους κατοίκους της περιοχής 2, 15% µετακινείται στην περιοχή 1 και 10% στην περιοχή 
3. Τέλος από τους κατοίκους της περιοχής 3, 10% µετακινείται στην περιοχή 1 και 5% 
στην περιοχή 2. Τι ποσοστό του πληθυσµού κατοικεί στην κάθε περιοχή µετά από 
µεγάλο χρονικό διάστηµα ; 

3 2

1

 
Απάντηση 
Έστω ( )kx i  η πιθανότητα ένα άτοµο του πληθυσµού να µένει στην περιοχή k στο 
τέλος του χρόνου i, και ijp  η πιθανότητα ένα άτοµο του πληθυσµού που βρίσκεται 
στην χώρα i να είναι στην χώρα  j στην επόµενη χρονική παρατήρηση. 
 
Εφόσον το 5% της περιοχής 1 µετακινείται στην περιοχή 2 και 5% στην περιοχή 3 
(δηλαδή συνολικά 10% µετακινείται), άρα το 90% της περιοχής 1 παραµένει στην 
περιοχή 1. Επίσης από τους κατοίκους της περιοχής 2, 15% µετακινείται στην 
περιοχή 1 και από τους κατοίκους της περιοχής 3, 10% µετακινείται στην περιοχή 1. 
Συνεπώς η πιθανότητα ένα άτοµο να βρίσκεται στην περιοχή 1 κατά την επόµενη 
παρατήρηση θα είναι : 

1 1 2 3
90 15 10( ) ( 1) ( 1) ( 1)

100 100 100
x i x i x i x i= − + − + −  

Εφόσον το 15% της περιοχής 2 µετακινείται στην περιοχή 1 και 10% στην περιοχή 3 
(δηλαδή συνολικά 25% µετακινείται), άρα το 75% της περιοχής 2 παραµένει στην 
περιοχή 2. Επίσης από τους κατοίκους της περιοχής 1, 5% µετακινείται στην περιοχή 
2 και από τους κατοίκους της περιοχής 3, 5% µετακινείται στην περιοχή 2. Συνεπώς η 
πιθανότητα ένα άτοµο να βρίσκεται στην περιοχή 2 κατά την επόµενη παρατήρηση 
θα είναι : 

2 1 2 3
5 75 5( ) ( 1) ( 1) ( 1)

100 100 100
x i x i x i x i= − + − + −  

Εφόσον το 10% της περιοχής 3 µετακινείται στην περιοχή 1 και 5% στην περιοχή 2, 
(δηλαδή συνολικά 15% µετακινείται), άρα το 85% της περιοχής 3 παραµένει στην 
περιοχή 3. Επίσης από τους κατοίκους της περιοχής 1, 5% µετακινείται στην περιοχή 
3 και από τους κατοίκους της περιοχής 2, 10% µετακινείται στην περιοχή 3. Συνεπώς 



η πιθανότητα ένα άτοµο να βρίσκεται στην περιοχή 3 κατά την επόµενη παρατήρηση 
θα είναι : 

3 1 2 3
5 10 85( ) ( 1) ( 1) ( 1)

100 100 100
x i x i x i x i= − + − + −  

Οι παραπάνω τρεις εξισώσεις µπορούν να γραφούν ως : 

1

1 1

2 2

3 3

90 15 10
100 100 100( ) ( 1)

5 75 5( ) ( 1)
100 100 100

( ) ( 1)5 10 85
100 100 100i ix x

A

x i x i
x i x i
x i x i

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Η λύση του παραπάνω συστήµατος σύµφωνα µε το Θεώρηµα 10.2.2.1 είναι : 

0

1 1

2 2

3 3

90 15 10
100 100 100( ) (0)

5 75 5( ) (0)
100 100 100

( ) (0)5 10 85
100 100 100n

n

x x

A

x n x
x n x
x n x

⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Για να υπολογίσουµε τον πίνακα nA  εφαρµόζουµε την µεθοδολογία της 
προηγούµενης ενότητας και έχουµε : 
 

Βήµα 1. Ιδιοτιµές του πίνακα Α : 4 71, ,
5 10

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

. Εφόσον οι ιδιοτιµές είναι απλές (έχουν 

αλγεβρική πολλαπλότητα 1), ο πίνακας διαγωνιοποιείται. 
  
a= 8890ê100, 15ê100, 10ê100<, 85ê100, 75ê100, 5ê100<, 85ê100, 10ê100, 85ê100<<  
:: 9

10
,

3
20

,
1

10
>, : 1

20
,

3
4

,
1

20
>, : 1

20
,

1
10

,
17
20

>>
 

Eigenvalues@aD  
:1,

4
5

,
7
10

>
 

 
Βήµα 2. Ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις παραπάνω ιδιοτιµές :  

13
7 1 1

4 , 0 , 27
1 11

⎛ ⎞
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

Eigenvectors@aD  
:: 13

7
,

4
7

, 1>, 8−1, 0, 1<, 81, −2, 1<>
 

 
Βήµα 3. Σχηµατίζω τον πίνακα 3 3T R ×∈  που έχει ως στήλες τα ιδιοδιανύσµατα του 
πίνακα Α. 



13 1 17
4 0 27
1 1 1

T

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

t= Transpose@%D  
:: 13

7
, −1, 1>, : 4

7
, 0, −2>, 81, 1, 1<>

 
 
Βήµα 4. Τότε 

1 1

1 0 0
40 05

70 0 10

n nS T AT A TS T− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = ⇒ = ⇒
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( )
( )

113 131 1 1 11 0 07 7
4 4 40 2 0 0 0 27 5 7
1 1 1 1 1 170 0 10

n

n
n

n

A

−⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

Είναι εύκολο να παρατηρήσουµε ότι το όριο της παραπάνω δύναµης όταν n →∞  θα 

είναι ο πίνακας ( ( ) ( )74lim 0, lim 05 10
n n

n n→∞ →∞= = ) : 
113 13 13 13 131 1 1 17 7 24 24 241 0 0

4 4 1 1 1lim 0 2 0 0 0 0 27 7 6 6 6
0 0 01 1 1 1 1 1 7 7 7

24 24 24

n
n A

−

→∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
s= 881, 0, 0<, 80, H4ê5Ln, 0<, 80, 0, H7ê10Ln<<  
:81, 0, 0<, :0, J 4

5
N

n
, 0>, :0, 0, J 7

10
N

n
>>

 
 
t.s.Inverse@tD êê Simplifyêê MatrixForm  
i

k

jjjjjjjjjjj

1
3

2−3−n5−n H2 7n + 9 8n + 13 10nL − 1
3

2−3−n 5−nH10 7n + 3 8n − 13 10nL 1
3

2−3−n5−n H2 7n − 15 8n + 13 10nL
1
6
I1 − I 7

10
MnM 1

6
I1+ I 7

2
Mn 51−nM 1

6
I1 −I 7

10
MnM

1
3

2−3−n 5−nH2 7n − 9 8n + 7 10nL 1
3

2−3−n 5−nH−10 7n + 3 8n + 7 10nL 1
3

2−3−n 5−nH2 7n + 15 8n + 7 10nL

y

{

zzzzzzzzzzz
 

 
Στο ίδιο αποτέλεσµα θα καταλήγαµε αν χρησιµοποιούσαµε την συνάρτηση 
MatrixPower[a,n] για να υπολογίσουµε την n-οστή δύναµη του πίνακα a. 
 
MatrixPower@a, nD êê Simplifyêê MatrixForm  
i

k

jjjjjjjjjjj

1
3

2−3−n5−n H2 7n + 9 8n + 13 10nL − 1
3

2−3−n 5−nH10 7n + 3 8n − 13 10nL 1
3

2−3−n5−n H2 7n − 15 8n + 13 10nL
1
6
I1 − I 7

10
MnM 1

6
I1+ I 7

2
Mn 51−nM 1

6
I1 −I 7

10
MnM

1
3

2−3−n 5−nH2 7n − 9 8n + 7 10nL 1
3

2−3−n 5−nH−10 7n + 3 8n + 7 10nL 1
3

2−3−n 5−nH2 7n + 15 8n + 7 10nL

y

{

zzzzzzzzzzz
 

 
Το όριο του παραπάνω πίνακα όταν n →∞  είναι : 



 
Limit@MatrixPower@a, nD, n→ InfinityD êê MatrixForm  
i

k

jjjjjjjjjjj

13
24

13
24

13
24

1
6

1
6

1
6

7
24

7
24

7
24

y

{

zzzzzzzzzzz
 

 
Επειδή ( )kx i ,k=1,2,3 αποτελούν την πιθανότητα ένα άτοµο του πληθυσµού να µένει 

στην περιοχή 1,2, και 3 αντίστοιχα, συνεπώς ( ) ( ) ( )1 2 30 0 0 1x x x+ + = , όποιες και αν 
είναι οι πιθανότητες αυτές. Συνεπώς η λύση της εξίσωσης διαφορών καθώς το n →∞  
θα είναι : 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )( )

1

0 2

3

1 2 3

13 13 13
24 24 24 0

1 1 1lim lim 06 6 6
07 7 7

24 24 24
13 13

24 24
1 10 0 06 6

7 7
24 24

n
n n n

x
x A x x

x

x x x

→∞ →∞

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥= = =⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
Η επίλυση της παραπάνω εξίσωσης διαφορών θα µπορούσε να λυθεί µε την 
συνάρτηση RSolve του Mathematica όπως παρακάτω : 
 
RSolveA9x1@k+ 1D ==

90
100

 x1@kD +
15
100

 x2@kD +
10

100
 x3@kD, x2@k+1D ==

5
100

 x1@kD +
75

100
 x2@kD+

5
100

 x3@kD,

x3@k+ 1D ==
5

100
 x1@kD +

10
100

 x2@kD +
85

100
 x3@kD, x1@0D +x2@0D + x3@0D 1=, 8x1@kD, x2@kD, x3@kD<, kE êê

FullSimplify  
::x1@kD →

1
3

2−3−2k 25−k H−9 23+k 5k 71+k + 253 21+k 35k + 9 80k + 13 100k − 12H70k + 80kL C@2D− 3 23+4k 5k C@3DL,

x2@kD →
1
6
i
k
jj1 − J 7

10
N

ky
{
zz+ J 7

10
N

k
C@2D,

x3@kD →
1
3

2−3−2k 625−k H21+k 875k − 9 2000k + 7 2500k + 12H−1750k + 2000kL C@2D + 3H51+3k 16k + 3 2000kL C@3DL>>  
 
Σηµείωση. Όλα αυτά ισχύουν κάτω από την προϋπόθεση ότι η διαδικασία είναι 
µαρκοβιανή, ότι δηλαδή η πιθανότητα οποιασδήποτε µελλοντικής κατάστασης της 
διαδικασίας, όταν η παρούσα κατάσταση είναι γνωστή δεν αλλοιώνεται από επιπλέον 
δεδοµένα που αφορούν την συµπεριφορά της διαδικασίας στο παρελθόν.  ■ 
 

Παράδειγµα 
Να βρεθούν οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις  1 2 3( ), ( ), ( )y x y x y x , x∈  για τις οποίες 
γνωρίζουµε ότι: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

'
1 1 2

'
2 1 2

'
3 1 2 3

3

3

2

y x y x y x

y x y x y x

y x y x y x y x

⎧ = +
⎪⎪ = +⎨
⎪ = − − +⎪⎩

 



όπου οι τόνοι δηλώνουν παραγώγιση ως προς τη µεταβλητή  x  και ισχύει 
1 2 3(0) 2, (0) 0, (0) 1y y y= = =  

Απάντηση 
Το παραπάνω σύστηµα θα µπορούσε να λυθεί µε την συνάρτηση DSolve του 
Mathematica ως εξής : 
 
DSolve@8y1'@xD 3 y1@xD + y2@xD, y2'@xD y1@xD+ 3 y2@xD, y3'@xD −y1@xD − y2@xD + 2 y3@xD,

y1@0D == 2, y2@0D 0, y3@0D 1<, 8y1@xD, y2@xD, y3@xD<, xD  
88y1@xD → 2x H1+ 2xL, y2@xD → 2x H−1+ 2xL, y3@xD → − 2x H−2 + 2xL<<  
 

Παράδειγµα 
Ναεπιλύσετε την εξίσωση  

2 16 50
10 29

A

X
− −⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  [ ]2X M∈  

Απάντηση 
In[1]:= a= 88−16, −50<, 810, 29<<

Out[1]= J
-16 -50

10 29 N
 

In[2]:= x= 88x1, x2<, 8x3, x4<<

Out[2]= J
x1 x2
x3 x4 N

 
In[3]:= Solve@x.x a, 8x1, x2, x3, x4<D

Out[3]= 88x1 Ø -22, x4 Ø 23, x2 Ø -50, x3 Ø 10<, 8x1 Ø -2, x4 Ø 7, x2 Ø -10, x3 Ø 2<,
8x1 Ø 2, x4 Ø -7, x2 Ø 10, x3 Ø -2<, 8x1 Ø 22, x4 Ø -23, x2 Ø 50, x3 Ø -10<<       ■ 

 
 
Παράδειγµα. Να υπολογιστεί η ν-οστή δύναµη του πίνακα 

4 2 2
 2 4 2

2 2 4
A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Απάντηση. 
In[1]:= a= 884, 2, 2<, 82, 4, 2<, 82, 2, 4<<

Out[1]=
i

k

jjjjjj

4 2 2
2 4 2
2 2 4

y

{

zzzzzz
 

In[2]:= MatrixPower@a, nD êê Simplify

Out[2]=

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1
3

H2n+1 + 8n L 1
3

H-2n + 8nL 1
3

H-2n + 8nL
1
3

H-2n + 8nL 1
3

H2n+1 + 8n L 1
3

H-2n + 8nL
1
3

H-2n + 8nL 1
3

H-2n + 8nL 1
3

H2n+1 + 8n L

y

{

zzzzzzzzzzzzz
     ■ 

 
Παράδειγµα. Ο παρακάτω πίνακας µας δίνει το ποσοστό µετακίνησης φοιτητών 
µεταξύ Πανεπιστήµιων λόγω µετεγγραφών. 



 
 Πανεπιστήµιο 

Πατρών 
Εθνικό 

Καποδιστριακό 
Πανεπιστήµιο 

Αθηνών 

Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 

Πανεπιστήµιο 
Πατρών 

70% 15% 15% 

Εθνικό 
Καποδιστριακό 
Πανεπιστήµιο 

Αθηνών 

5% 80% 15% 

Αριστοτέλειο 
Πανεπιστήµιο 
Θεσσαλονίκης 

5% 20% 75% 

 
Αν υποθέσουµε ότι ο αριθµός των φοιτητών παραµένει σταθερός (δεν προσθέτουµε 
δηλαδή τον πληθυσµό των φοιτητών που εγγράφεται κάθε χρονιά) τι ποσοστό των 
φοιτητών παραµένει σε κάθε Πανεπιστήµιο µετά από 2,3,4,... χρόνια; 
Απάντηση. 

3

21

 
Έστω ( )kx i  η πιθανότητα ένα άτοµο του πληθυσµού να είναι στο 
Πανεπιστήµιο k στο τέλος του χρόνου i, και ijp  η πιθανότητα ένα άτοµο του 
πληθυσµού που βρίσκεται στο Πανεπιστήµιο i να είναι στο Πανεπιστήµιο  j 
στην επόµενη χρονική παρατήρηση. Εύκολα παρατηρούµε ότι : 

 

1 1 2 3
70 5 5( ) ( 1) ( 1) ( 1)

100 100 100
x i x i x i x i= − + − + −  

2 1 2 3
15 80 20( ) ( 1) ( 1) ( 1)

100 100 100
x i x i x i x i= − + − + −  

3 1 2 3
15 15 75( ) ( 1) ( 1) ( 1)

100 100 100
x i x i x i x i= − + − + −  

Οι παραπάνω τρεις εξισώσεις µπορούν να γραφούν ως : 



1

1 1

2 2

3 3

70 5 5
100 100 100( ) ( 1)
15 80 20( ) ( 1)

100 100 100
( ) ( 1)15 15 75

100 100 100i ix x

A

x i x i
x i x i
x i x i

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Η λύση του παραπάνω συστήµατος σύµφωνα µε το Θεώρηµα 10.2.2.1 είναι : 

0

1 1

2 2

3 3

70 5 5
100 100 100( ) (0)
15 80 20( ) (0)

100 100 100
( ) (0)15 15 75

100 100 100n

n

x x

A

x n x
x n x
x n x

⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Για να υπολογίσουµε τον πίνακα nA  εφαρµόζουµε την µεθοδολογία της 
προηγούµενης ενότητας και έχουµε : 

 

Βήµα 1. Ιδιοτιµές του πίνακα Α : 13 31, ,
20 5

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

. Εφόσον οι ιδιοτιµές είναι απλές 

(έχουν αλγεβρική πολλαπλότητα 1), ο πίνακας διαγωνιοποιείται. 
  
In[1]:= a= 8870ê100, 5ê100, 5ê100<,

815ê100, 80ê100, 20ê100<,
815ê100, 15ê100, 75ê100<<

Out[1]=

i

k

jjjjjjjjjjjjj

7
10

1
20

1
20

3
20

4
5

1
5

3
20

3
20

3
4

y

{

zzzzzzzzzzzzz  
In[2]:= Eigenvalues@aD

Out[2]= :1,
13
20

,
3
5

>
 

 
Βήµα 2. Ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις παραπάνω ιδιοτιµές :  

8
21 1 0

9 , 1 , 17
0 11

⎛ ⎞
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

In[3]:= Eigenvectors@aD

Out[3]=

i

k

jjjjjjjj

8
21

9
7

1

-1 1 0
0 -1 1

y

{

zzzzzzzz  
 



Βήµα 3. Σχηµατίζω τον πίνακα 3 3T R ×∈  που έχει ως στήλες τα 
ιδιοδιανύσµατα του πίνακα Α. 

8 1 021
9 1 17
1 0 1

T

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

In[4]:= t= Transpose@%D

Out[4]=

i

k

jjjjjjjjjjj

8
21

-1 0
9
7

1 -1

1 0 1

y

{

zzzzzzzzzzz
 

 
Βήµα 4. Τότε 

1 1

1 0 0
130 020

30 0 5

n nS T AT A TS T− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = ⇒ = ⇒
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( )
( )

18 81 0 1 01 0 021 21
9 13 91 1 0 0 1 17 20 7
1 0 1 1 0 130 0 5

n

n
n

n

A

−⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

Είναι εύκολο να παρατηρήσουµε ότι το όριο της παραπάνω δύναµης όταν 

n →∞  θα είναι ο πίνακας ( ( ) ( )13 3lim 0, lim 020 5
n n

n n→∞ →∞= = ) : 
18 8 1 1 11 0 1 0 7 7 721 211 0 0

9 9 27 27 27lim 1 1 0 0 0 1 17 7 56 56 56
0 0 01 0 1 1 0 1 3 3 3

8 8 8

n
n A

−

→∞

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
In[5]:= MatrixPower@a, nD êê Simplify

Out[5]=

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1
7

+ 3
7

21-2 n J 13
5

Nn 1
7

J1 - J 13
20

NnN 1
7

J1- J 13
20

Nn N
3

56
J9+ 7 J 3

5
Nn - J 13

5
Nn 42-n N 27

56
+ 1

7
J 13

20
Nn + 1

8
3n+1 5-n 27

56
+ 1

7
J 13

20
Nn - 1

8
3n 51-n

- 3
8

J-1 + J 3
5
Nn N - 3

8
J-1 + J 3

5
NnN 1

8
H3 + 3n 51-nL

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

 
Το όριο του παραπάνω πίνακα όταν n →∞  είναι : 

 



In[6]:= Limit@MatrixPower@a, nD, n→ InfinityD

Out[6]=

i

k

jjjjjjjjjjjjj

1
7

1
7

1
7

27
56

27
56

27
56

3
8

3
8

3
8

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

 
Επειδή ( )kx i ,k=1,2,3 αποτελούν την πιθανότητα ένα άτοµο του πληθυσµού 
να παραµείνει στο Πανεπιστήµιο 1, 2, και 3 αντίστοιχα, συνεπώς 
( ) ( ) ( )1 2 30 0 0 1x x x+ + = , όποιες και αν είναι οι πιθανότητες αυτές. Συνεπώς η 

λύση της εξίσωσης διαφορών καθώς το n →∞  θα είναι : 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )( )

1

0 2

3

1 2 3

1 1 1
7 7 7 0

27 27 27lim lim 056 56 56
03 3 3

8 8 8
1 1

7 7
27 270 0 056 56

3 3
8 8

n
n n n

x
x A x x

x

x x x

→∞ →∞

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥= = =⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 ■ 

 
Παράδειγµα. Να επιλύσετε την παρακάτω εξίσωση διαφορών 

2 15 6k k kF F F+ += −  
όπου 1 2 1F F= = . 
Σηµείωση. Θέσε 1 1,k k k k kx F y F x+ += = =  και προσπάθησε να γράψεις τις εξισώσεις 
που προκύπτουν ως  

1

1

k k

k k

x x
A

y y
+

+

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

όπου 2 2A ×∈ . 
Απάντηση. 
Μετά τον µετασχηµατισµό θα πάρουµε το σύστηµα 

11

1 1

1 1

0 1 1
,

6 5 1
kk

k k

k k

zzAz

x x x
y y y

+

+

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

που έχει λύση την 
1 1

0 0 1
k k k

kz A z A Az A z− −= = =  
ή ισοδύναµα την 

1 1
1

1

0 1 1 2 3
2 3

6 5 1 2 3

k k k
k k

k kk k
z F

− −
−

+

⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = ⇒ = −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
In[1]:= RSolve@8f@k+ 2D 5 f@k+ 1D −6 f@kD, f@1D 1, f@2D 1<, f@kD, kD

Out[1]= :: f HkL Ø
1
3

I32k - 3k M>>
 ■ 



 
Παράδειγµα. Να βρεθούν οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις  1 2( ), ( )y x y x , x∈  για τις 
οποίες γνωρίζουµε ότι: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

'
1 1 2

'
2 1 2

2 3

2

y x y x y x

y x y x y x

⎧ = − +⎪
⎨

= − +⎪⎩
 

όπου οι τόνοι δηλώνουν παραγώγιση ως προς τη µεταβλητή  x  και ισχύει 
1 2(2) 2, (2) 4y y= = . 

Απάντηση. 
In[1]:= DSolve@

8D@y1@xD, xD −2 y1@xD + 3 y2@xD,
D@y2@xD, xD −y1@xD + 2 y2@xD,
y1@2D 2,
y2@2D 4<,

8y1@xD, y2@xD<, xD

Out[1]= 99y1HxL Ø ‰-x-2 I-3‰4 + 5‰2 xM, y2HxL Ø ‰-x-2 I-‰4 + 5‰2 xM==  
 
Παράδειγµα. Προσπαθήστε να λύσετε την παρακάτω διαφορική εξίσωση : 

( ) ( ) ( ) ( )''' 2 '' ' 2 0y x y x y x y x− − + =  

όπου ( ) ( ) ( )0 1, ' 0 0, '' 0 1y y y= = = . 
Απάντηση. 
In[1]:= DSolve@

8y'''@xD − 2 y''@xD − y'@xD + 2 y@xD 0,
y@0D 1,
y'@0D 0,
y''@0D 1<,

y@xD, xD

Out[1]= ::yHxL Ø
1
2

‰-x I1+ ‰2 xM>>
 

 
Παράδειγµα. Να επιλύσετε την εξίσωση  

2 2 3
6 7

A

X
− −⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 , [ ]2X M∈  

Απάντηση. 
In[1]:= a= 88−2, −3<, 86, 7<<

Out[1]= J
-2 -3

6 7 N
 

In[2]:= x= 88x1, x2<, 8x3, x4<<

Out[2]= J
x1 x2
x3 x4 N

 
In[3]:= Solve@x.x a, 8x1, x2, x3, x4<D

Out[3]= 88x1 Ø -4, x4 Ø 5, x2 Ø -3, x3 Ø 6<, 8x1 Ø 0, x4 Ø -3, x2 Ø 1, x3 Ø -2<,
8x1 Ø 0, x4 Ø 3, x2 Ø -1, x3 Ø 2<, 8x1 Ø 4, x4 Ø -5, x2 Ø 3, x3 Ø -6<<    ■ 

 



Παράδειγµα 
Έστω ο πίνακας 

[ ]3

1 2
1

2 1

i
A i i M

i

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − ∈⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Οι ιδιοτιµές του πίνακα Α είναι { }3, 3, 3−  
a= 881, I, 2<, 8−I, 1, I<, 82, −I, 1<<  
881, , 2<, 8− , 1, <, 82, − , 1<<  
Eigenvalues@aD  
93, −

è!!!!3 , è!!!!3=  
ενώ τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα είναι 

( ) ( )
1 11

0 , 1 3 , 1 3
1 1 1

i i

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
Eigenvectors@aD êê FullSimplify 
981, 0, 1<, 9−1, − I−1 +

è!!!!3M, 1=, 9−1, I1 +
è!!!!3M, 1==  

 
Παρατήρησε ότι τα παραπάνω ιδιοδιανύσµατα είναι κάθετα µεταξύ τους.  ■ 
 

Παράδειγµα 
∆ίνεται ο πίνακας 

[ ]3

4 5 1
2 3 1
0 0 1

A M
−⎡ ⎤

⎢ ⎥= − ∈⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Είναι γνωστό από το παράδειγµα 10.1.11 ότι µια από τις ιδιοτιµές του πίνακα Α είναι 
το 1λ = −  στο οποίο αντιστοιχεί και το ιδιοδιάνυσµα [ ]1 1 0 Tu =  . Μπορούµε να 
κανονικοποιήσουµε το διάνυσµα αυτό ώστε να έχει µήκος 1 και συνεπώς να πάρουµε 

στη θέση του το 1 1 0
2 2

T

u ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
. Χρησιµοποιώντας την µέθοδο Gram-Schmidt 

υπολογίζουµε 2 διανύσµατα ,v w  τέτοια ώστε τα { }, ,u v w  να αποτελούν µια 
ορθοκανονική βάση. Αρχικά παρατηρούµε ότι τα διανύσµατα 

1
2 0 0

1 , 1 , 0
2 0 1

0

u v w

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

αποτελούν µια βάση του 3 . Χρησιµοποιώντας την µέθοδο Gram-Schmidt έχουµε: 



1
1 1 1

1 1

1
20

11
1 1 120
2 2 20 10 0

1 1 12  ;   1 1
1 1 12 2 20 0
2 20 0 0

1 1
2 2

0 0

v uu u v v u
u u

⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥•⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦

⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥•⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦= = = − = − = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎢ ⎥• ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣•⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1
2

1
2

0

⎤
⎥ ⎡ ⎤−⎥ ⎢ ⎥
⎥ ⎢ ⎥=⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦
⎢ ⎥⎦

 

1 1
1 1 1

1 1 1 1

1
20 11 200

12 101 2200 1 010
1 1 12 21
2 2 0 1

21 1
02 2

0 0

w u w vw w u v
u u v v

⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎢ ⎥•⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥•⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥• • ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦= − − = − −⎢ ⎥⎢ ⎥• • ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦•⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

1
2 0

1 021
2 10

1
2

0

⎡ ⎤− ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢ ⎥⎢ ⎥⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦⎢ ⎥•
⎢ ⎥

⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

1 1 1
1 1 1

1 1 1

1
2 2

2 2 2 0
1 2 2, , 02 22 10 00

u v wu v w
u v w

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = = = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Ένας άλλος τρόπος που θα µπορούσαµε να εφαρµόσουµε για να συµπληρώσουµε την 
βάση σε ορθοκανονική θα ήταν να υποθέσουµε ότι 

1 1

2 2

3 3

,
v w

v v w w
v w

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

µε µέτρα 1 
2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 31, 1v v v w w w+ + = + + =  

και κάθετα µεταξύ τους και µε το διάνυσµα u, 

1 2 1 2 1 1 2 2 3 3
2 2 2 20, 0, 0

2 2 2 2
v v w w v w v w v w+ = + = + + =  

Λύνοντας το παραπάνω (αρκετά δύσκολο) σύστηµα θα πάρουµε : 



SolveA9v1
2 + v2

2 + v3
2 1, w1

2 + w2
2 + w3

2 1, v1 + v2 == 0, w1 +w2 0, v1 w1 + v2 w2 + v3 w3 0=,

8v1, v2, v3, w1, w2, w3<E  
Solve ::svars  :  Equations may not give solutions for all "solve " variables . More…  
::v3 → −1, w3 → 0, v1 → 0, v2 → 0, w2 → −

1
è!!!!2

, w1 →
1
è!!!!2

>,

:v3 → −1, w3 → 0, v1 → 0, v2 → 0, w2 →
1

è!!!!2
, w1 → −

1
è!!!!2

>,

:v3 → 1, w3 → 0, v1 → 0, v2 → 0, w2 → −
1

è!!!!2
, w1 →

1
è!!!!2

>,

:v3 → 1, w3 → 0, v1 → 0, v2 → 0, w2 →
1

è!!!!2
, w1 → −

1
è!!!!2

>,

:v3 → −
è!!!!2 w1, w3 → −

"####### ## ## ###1− 2 w1
2 , v1 → −

"####### ## ## ###1 − 2 w1
2

è!!!!2
, v2 →

"###### ## ## ## ##1 − 2 w1
2

è!!!!2
, w2 → −w1>,

:v3 → −
è!!!!2 w1, w3 →

"###### ## ## ## ##1 − 2 w1
2 , v1 →

"####### ## ## ###1 − 2 w1
2

è!!!!2
, v2 → −

"###### ## ## ## ##1 − 2 w1
2

è!!!!2
, w2 → −w1>,

:v3 →
è!!!!2 w1, w3 → −

"###### ## ## ## ##1 − 2 w1
2 , v1 →

"####### ## ## ###1 − 2 w1
2

è!!!!2
, v2 → −

"###### ## ## ## ##1 − 2 w1
2

è!!!!2
, w2 → −w1>,

:v3 →
è!!!!2 w1, w3 →

"###### ## ## ## ##1 − 2 w1
2 , v1 → −

"####### ## ## ###1 − 2 w1
2

è!!!!2
, v2 →

"####### ## ## ###1 − 2 w1
2

è!!!!2
, w2 → −w1>>

 
 
Μια λύση εκ των οποίων είναι και αυτή που βρήκαµε µε την µέθοδο Gram-Schmidt. 
Στη συνέχεια σχηµατίζουµε τον πίνακα Q  που έχει ως στήλες τα ιδιοδιανύσµατα 
{ }1 1 1, ,u v w  :  

2 2 02 2
2 2 02 2
0 0 1

Q

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

και εκτελούµε τον πολλαπλασιασµό 
2 2 2 20 02 2 2 24 5 1 1 7 2
2 2 2 20 2 3 1 0 0 2 02 2 2 2

0 0 1 0 0 10 0 1 0 0 1

TQ AQ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎡ ⎤− − −⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= − − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Παρατηρούµε ότι ο πίνακας έχει ήδη γίνει άνω τριγωνικός, γεγονός που δεν 
συµβαίνει σε όλες τις περιπτώσεις. λόγω της επιλογής των διανυσµάτων , ,u v w  θα 
έχουµε 

T Tu Au u u uλ λ λ= = =  

( ) 0T T Tv Au v u v uλ λ= = =  

( ) 0T T Tw Au w u w uλ λ= = =  
και συνεπώς καταφέραµε να πάρουµε τον πίνακα µε την µορφή : 



1

1
0

0
0

T T T T T

T T T T T T

T T T T T

u Au u Av u Aw u Av u Aw
a

Q AQ v Au v Av v Aw v Av v Aw
A

w Au w Av w Aw w Av w Aw

λ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
−⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

όπου [ ] 1 2
1 2 ,A M a ×∈ ∈ . Συνεχίζουµε εφαρµόζοντας την ίδια διαδικασία που 

κάναµε για τον πίνακα Α, και στον υποπίνακα 1A . ∆ηλαδή υπολογίζουµε µια ιδιοτιµή 

του 1A  π.χ. 2λ =  µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα [ ]1 0 Tu =  το οποίο είναι ήδη 
κανονικοποιηµένο ώστε να έχει µήκος 1. Υπολογίζω κάνοντας χρήση της µεθόδου 
Gram-Schmidt ένα δεύτερο διάνυσµα v  τέτοιο ώστε τα διανύσµατα { },u v  να 

αποτελούν µια ορθοκανονική βάση του 2 . Πράγµατι έχουµε [ ]0 1 Tv =  και 

σχηµατίζουµε τον πίνακα S που έχει ως στήλες τα διανύσµατα { },u v . Θα έχουµε  

1 1

2 0
0 1

TS A S T ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

που είναι άνω τριγωνικός. Ορίζουµε λοιπόν τον ορθογώνιο πίνακα 
1 0 0
0
0

R
S

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

και συµπεραίνουµε ότι ο πίνακας 
T TR Q AQR  

είναι άνω τριγωνικός. Καταλήγουµε λοιπόν στο συµπέρασµα ότι ο ορθογώνιος 
πίνακας που ψάχνουµε είναι ο QR  που είναι ορθογώνιος ως γινόµενο ορθογωνίων 
πινάκων. Η µέθοδος που αναπτύξαµε παραπάνω µπορεί εύκολα να γενικευτεί σε 
πίνακες µεγαλυτέρων διαστάσεων. 
 
Το παραπάνω πρόβληµα θα µπορούσε να λυθεί µε χρήση της συνάρτησης 
SchurDecomposition του Mathematica που επιστρέφει δύο πίνακες q (ορθογώνιος) 
και t (άνω τριγωνικός) τέτοιους ώστε Tq aq t= , όπως φαίνεται παρακάτω. 
 
In[1]:= a= 884, −5, 1<, 82, −3, 1<, 80, 0, −1<<

Out[1]=
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k

jjjjjj
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2 -3 1
0 0 -1

y
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Ο πίνακας που δέχεται η συνάρτηση SchurDecomposition πρέπει να είναι 
αριθµητικός και αυτός είναι ο λόγος της συνάρτησης Ν[] που χρησιµοποιείται στην 
παρακάτω συνάρτηση. 
In[2]:= 8q, t< = SchurDecomposition@N@aDD;  
 
Ο πίνακας q που επιστρέφεται είναι ο ορθογώνιος πίνακας που αναζητούµε 
In[3]:= q

Out[3]=
i

k

jjjjjj

0.928477 -0.371391 0.
0.371391 0.928477 0.
0. 0. 1.

y

{

zzzzzz
 

 



ενώ ο πίνακας t είναι ο άνω τριγωνικός πίνακας που αναζητούµε 
In[4]:= t

Out[4]=
i

k

jjjjjj

2. -7. 1.29987
0. -1. 0.557086
0. 0. -1.

y
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έτσι ώστε Tq aq t=  
 
In[5]:= Transpose@qD.a.q− t

Out[5]=

i

k

jjjjjjjj

4.44089µ 10-16 0. 0.
-1.11022µ 10-16 -2.22045µ 10-16 0.

0. 0. 0.

y

{
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      ■ 

 
 
Παράδειγµα. Υπολογίστε µια ορθοµοναδιαία βάση για τον χώρο των 
ιδιοδιανυσµάτων του πίνακα : 

2 2 1
2 1 2

1 2 2
A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Να παραγοντοποιηθεί ο πίνακας στην µορφή TA QDQ=  (Schur παραγοντοποίηση). 
Απάντηση. 

Βήµα 1ο. Ορίζουµε τον πίνακα Α. 
In[1]:= a= 882, −2, 1<, 8−2, −1, 2<, 81, 2, 2<<

Out[1]=
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Βήµα 2ο. Καλούµε το πακέτο “Orthogonalization” που ανήκει στο πακέτο 
“LinearAlgebra” και το οποίο διαθέτει συναρτήσεις για την 
ορθοκανονικοποίηση των διανυσµάτων µιας βάσης. 

In[2]:= << LinearAlgebrà Orthogonalizatioǹ  
 
Βήµα 3ο. Υπολογίζουµε τον πίνακα Q ορθοκανονικοποιόντας την βάση που 
προκύπτει από τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα Α (η ορθοκανονικοποίηση γίνεται 
µε την µέθοδο GramSchmidt). 

 
In[3]:= q = Transpose@GramSchmidt@Eigenvectors@aDDD

Out[3]=
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Βήµα 4ο. Υπολογίζουµε τον διαγώνιο πίνακα D. 



In[4]:= Transpose@qD.a.q êê Simplify

Out[4]=
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k

jjjjjj
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Παράδειγµα. Σε έναν δήµο υπάρχουν 3 µεγάλα super-market.  Αν υποθέσουµε ότι ο 
πληθυσµός του συγκεκριµένου δήµου είναι σταθερός, έχει παρατηρηθεί µια 
µετακίνηση πελατών από το ένα κατάστηµα στο άλλο. Ποιο συγκεκριµένα τον 
Ιανουάριο, το ½ του πληθυσµού ψώνιζε από το κατάστηµα Α, ¼ από το κατάστηµα Β 
και ¼ από το κατάστηµα Γ. Κάθε µήνα το κατάστηµα Α κρατάει το 90% των 
πελατών του ενώ το 5% των πελατών του µετακινείται στο κατάστηµα Β και το 
υπόλοιπο 5% στο κατάστηµα Γ. Το κατάστηµα Β κρατάει το 50% των πελατών του 
ενώ το 45% µετακινείται στο κατάστηµα Α και το 5% στο κατάστηµα Γ. Τέλος το 
κατάστηµα Γ διατηρεί το 60% των πελατών του ενώ 20% των πελατών του 
µετακινείται στο κατάστηµα Α και 20% στο κατάστηµα Β. Εφόσον υπολογίσετε τον 
πίνακα µετάβασης για το συγκεκριµένο πρόβληµα, να υπολογίσετε τους πελάτες του 
καταστήµατος τον µήνα Φεβρουάριο και Μάρτιο. Αν υποθέσουµε ότι ο ίδιος κανόνας 
θα συνεχίσει να ισχύει στο µέλλον να υπολογίσετε ποια θα είναι η οριακή τιµή των 
ποσοστών του πληθυσµού που θα αντιστοιχούν σε κάθε κατάστηµα. 
Απάντηση. 
Σύµφωνα µε την εκφώνηση του προβλήµατος θα έχουµε τον παρακάτω πίνακα: 
 

 Κατάστηµα Α Κατάστηµα Β Κατάστηµα Γ 
Κατάστηµα Α 90% 5% 5% 
Κατάστηµα Β 45% 50% 5% 
Κατάστηµα Γ 20% 20% 60% 

 
Έστω ( )kx i  η πιθανότητα ένα άτοµο του πληθυσµού να πηγαίνει στο κατάστηµα k 
στην αρχή κάθε µήνα i, και ijp  η πιθανότητα ένα άτοµο του πληθυσµού που 
βρίσκεται στο κατάστηµα i να πάει στο κατάστηµα  j τον επόµενο µήνα. Εύκολα 
παρατηρούµε ότι : 
 

1 1 2 3
90 45 20( ) ( 1) ( 1) ( 1)

100 100 100
x i x i x i x i= − + − + −  

2 1 2 3
5 50 20( ) ( 1) ( 1) ( 1)

100 100 100
x i x i x i x i= − + − + −  

3 1 2 3
5 5 60( ) ( 1) ( 1) ( 1)

100 100 100
x i x i x i x i= − + − + −  

Οι παραπάνω τρεις εξισώσεις µπορούν να γραφούν ως : 

1

1 1

2 2

3 3

90 45 20
100 100 100( ) ( 1)

5 50 20( ) ( 1)
100 100 100

( ) ( 1)5 5 60
100 100 100i ix x

A

x i x i
x i x i
x i x i

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Ο πίνακας µετάβασης συνεπώς θα είναι ο : 



90 45 20
100 100 100

5 50 20
100 100 100

5 5 60
100 100 100

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Η λύση του παραπάνω συστήµατος σύµφωνα µε το Θεώρηµα 10.2.2.1 είναι : 

0

1 1

2 2

3 3

90 45 20
100 100 100( ) (0)

5 50 20( ) (0)
100 100 100

( ) (0)5 5 60
100 100 100n

n

x x

A

x n x
x n x
x n x

⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Συνεπώς για τον µήνα Φεβρουάριο και Μάρτιο η λύση που αναζητούµε είναι η 
παρακάτω : 

1

0

1

1

2

3

90 45 20
491100 100 100 802(1) 0.6125

5 50 20 1 1(1) 0.24 5100 100 100
(1) 0.18751 35 5 60 4 16

100 100 100x
x

A

x
x
x

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎡ ⎤

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
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2

0

2

1

2

3

90 45 20
5431100 100 100 8002(2) 0.67875

5 50 20 2691(2) 0.1681254 1000100 100 100
(2) 0.1531251 495 5 60 4 320

100 100 100x
x

A

x
x
x

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎡ ⎤

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Για να υπολογίσουµε τον πίνακα nA  εφαρµόζουµε την µεθοδολογία της 
προηγούµενης ενότητας και έχουµε : 
 

Βήµα 1. Ιδιοτιµές του πίνακα Α : 11 91, ,
20 20

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

. Εφόσον οι ιδιοτιµές είναι απλές (έχουν 

αλγεβρική πολλαπλότητα 1), ο πίνακας διαγωνιοποιείται. 
  
In[1]:= a= 8890ê100, 45ê100, 20ê100<, 85ê100, 50ê100, 20ê100<, 85ê100, 5ê100, 60ê100<<

Out[1]=
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In[2]:= Eigenvalues@aD

Out[2]= :1,
11
20

,
9
20

>
 

 
Βήµα 2. Ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στις παραπάνω ιδιοτιµές :  

576
211 1

312 , , 111 2
01 1

⎛ ⎞⎛ ⎞ − −⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟
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In[3]:= Eigenvectors@aD

Out[3]=
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Βήµα 3. Σχηµατίζω τον πίνακα [ ]3T M∈  που έχει ως στήλες τα ιδιοδιανύσµατα 
του πίνακα Α. 

76 5 111 2
312 111 2

1 1 0

T

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
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In[4]:= t= Transpose@%D

Out[4]=

i

k

jjjjjjjjjjj

76
11

- 5
2

-1
12
11

3
2

1

1 1 0

y

{

zzzzzzzzzzz
 

 
Βήµα 4. Τότε 

1 1

1 0 0
110 020

90 0 20

n nS T AT A TS T− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = ⇒ = ⇒
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

( )
( )

176 5 76 51 11 0 011 2 11 2
3 312 11 121 0 0 111 2 20 11 2

1 1 0 1 1 090 0 20

n

n
n

n

A

−⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 

Είναι εύκολο να παρατηρήσουµε ότι το όριο της παραπάνω δύναµης όταν n →∞  θα 

είναι ο πίνακας ( ( ) ( )911lim 0, lim 020 20
n n

n n→∞ →∞= = ) : 



176 5 76 5 76 76 761 111 2 11 2 99 99 991 0 0
3 312 12 4 4 4lim 1 0 0 0 111 2 11 2 33 33 33

0 0 01 1 0 1 1 0 1 1 1
9 9 9

n
n A

−

→∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − − −
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦
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In[5]:= t.881, 0, 0<, 80, 0, 0<, 80, 0, 0<<.Inverse@tD

Out[5]=
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In[6]:= MatrixPower@a, nD êê Simplify

Out[6]=
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Το όριο του παραπάνω πίνακα όταν n →∞  είναι : 
 

In[7]:= Limit@%, n→ InfinityD

Out[45]=
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Επειδή ( )kx i ,k=1,2,3 αποτελούν την πιθανότητα ένα άτοµο του πληθυσµού να 

παραµείνει στο κατάστηµα 1, 2, και 3 αντίστοιχα, συνεπώς ( ) ( ) ( )1 2 30 0 0 1x x x+ + = , 
όποιες και αν είναι οι πιθανότητες αυτές. Συνεπώς η λύση της εξίσωσης διαφορών 
καθώς το n →∞  θα είναι : 

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )( )

1

0 2

3

1 2 3

76 76 76
99 99 99 0

4 4 4lim lim 033 33 33
01 1 1

9 9 9
76 76

99 99 0.767677
4 40 0 0 0.12121233 33

0.1111111 1
9 9

n
n n n

x
x A x x

x

x x x

→∞ →∞

⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥= = =⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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 ■ 

 
Παράδειγµα. Προσπάθησε να λύσεις την παρακάτω εξίσωση διαφορών 

2 12k k kF F F+ += −  
όπου 1 21, 2F F= = . 
Απάντηση. 



In[1]:= RSolve@8f@k+ 2D 5 f@k+ 1D −6 f@kD, f@1D 1, f@2D 1<, f@kD, kD

Out[1]= :: f HkL Ø
1
3

I32k - 3k M>>
 ■ 

 
Παράδειγµα. Υπολογίστε µια ορθοµοναδιαία βάση για τον χώρο των 
ιδιοδιανυσµάτων των πινάκων: 

2 2 2 2
4 2 2

2 2 2 2
  ;    2 4 2

2 2 2 2
2 2 4

2 2 2 2

A B

− − −⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟− − − ⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎜ ⎟− − − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠− − −⎝ ⎠

 

Να παραγοντοποιηθούν οι πίνακες στην µορφή ( )T TA QDQ B QDQ= =  (Schur 
παραγοντοποίηση). 
Απάντηση. 

Βήµα 1ο. Ορίζουµε τον πίνακα Α. 
In[1]:= a= 884, 2, 2<, 82, 4, 2<, 82, 2, 4<<

Out[1]=
i

k

jjjjjj

4 2 2
2 4 2
2 2 4

y

{

zzzzzz
 

 
Βήµα 2ο. Καλούµε το πακέτο “Orthogonalization” που ανήκει στο πακέτο 
“LinearAlgebra” και το οποίο διαθέτει συναρτήσεις για την 
ορθοκανονικοποίηση των διανυσµάτων µιας βάσης. 

In[2]:= << LinearAlgebrà Orthogonalizatioǹ  
 
Βήµα 3ο. Υπολογίζουµε τον πίνακα Q ορθοκανονικοποιόντας την βάση που 
προκύπτει από τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα Α (η ορθοκανονικοποίηση γίνεται 
µε την µέθοδο GramSchmidt). 

 
In[3]:= q = Transpose@GramSchmidt@Eigenvectors@aDDD

Out[3]=

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

1
"####3

- 1
"####2

- 1
"####6

1
"####3

0 $%%%%%%%2
3

1
"####3

1
"## ##2

- 1
"####6

y

{

zzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
 

 
Βήµα 4ο. Υπολογίζουµε τον διαγώνιο πίνακα D. 

In[4]:= Transpose@qD.a.q êê Simplify

Out[4]=
i

k

jjjjjj

8 0 0
0 2 0
0 0 2

y

{

zzzzzz
      ■ 



11. Πραγµατικές τετραγωνικές µορφές. 
 
Παράδειγµα  

∆είξτε ότι ο συµµετρικός πίνακας 
2 1 1
1 2 1
1 1 2

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 είναι θετικά ορισµένος. 

Απάντηση. 
Θα µπορούσαµε στο Mathematica να ορίσουµε τον πίνακα Α 
a= 882, 1, 1<, 81, 2, 1<, 81, 1, 2<<  
i

k

jjjjjj

2 1 1
1 2 1
1 1 2

y

{

zzzzzz
 

και να υπολογίσουµε τις ιδιοτιµές του 
Eigenvalues@aD  
84, 1, 1<  
οι οποίες είναι όλες θετικές και συνεπώς ο πίνακας είναι θετικά ορισµένος. ■ 
 
 
Παράδειγµα 

∆είξτε ότι ο συµµετρικός πίνακας 
2 1 3
1 2 4
3 4 9

A
− −⎛ ⎞

⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 είναι θετικά ορισµένος. 

Απάντηση. 
Θα µπορούσαµε στο πρόγραµµα Mathematica να καλέσουµε το πακέτο 
MatrixManipulations που ανήκει στο πακέτο LinearAlgebra µε την παρακάτω εντολή: 
<< LinearAlgebrà MatrixManipulatioǹ  
 
και στη συνέχεια εφόσον δηλώσουµε τον πίνακα Α 
a= 882, −1, −3<, 8−1, 2, 4<, 8−3, 4, 9<<  
i

k

jjjjjj

2 -1 -3
-1 2 4
-3 4 9

y

{

zzzzzz
 

 
και εκτελέσουµε την παρακάτω επανάληψη : 
For@i= 1, i≤ 3,
a1= TakeMatrix@a, 81, 1<, 8i, i<D;
Print@a1D;
Print@Det@a1DD;
i++D  

 
θα πάρουµε ως αποτέλεσµα τους υποπίνακες ixi και τις ορίζουσες τους : 
 



H 2 L

2

J
2 1
1 2 N

3

i

k

jjjjjj

2 1 1
1 2 1
1 1 2

y

{

zzzzzz

4  
 
Στην δεύτερη γραµµή της επανάληψης υπολογίζουµε τον υποπίνακα του Α που 
βρίσκεται µεταξύ των στοιχείων {1,1} και {i,i}, τον οποίο εκτυπώνουµε µε την 
εντολή στην 3η γραµµή και υπολογίζουµε και εκτυπώνουµε την ορίζουσα στην 4η 
γραµµή. Θα µπορούσαµε µάλιστα να γράψουµε ένα σύντοµο πρόγραµµα που θα 
κάνει την παραπάνω διαδικασία και θα επιστρέφει την τιµή True αν ο πίνακας είναι 
θετικά ορισµένος και False διαφορετικά. Μάλιστα θα επιστρέφει το µήνυµα «Error – 
The matrix is not symmetric» στην περίπτωση που ο πίνακας δεν είναι συµµετρικός. 
 
positiveMatrix@a_D:=

Module@8i, cond, a0<,
a0= a;
If@a0≠ Transpose@a0D,
Print@"Error−The matrix is not symmetric"D,
cond = True;
For@i= 1, i≤ Length@a0D,
a1= TakeMatrix@a0, 81, 1<, 8i, i<D;
If@Det@a1D < 0, cond = FalseD;
i++D;

Return@condDD;D  
 
positiveMatrix@aD  
True 
  
Μπορείτε να κάνετε µια αντίστοιχη συνάρτηση για αρνητικά ορισµένους πίνακες ; ■ 
 

Παράδειγµα 
Να  βρεθεί η διαγώνια µορφή της  τετραγωνικής  µορφής  
( ) 2 2

1 2 3 1 3 1 2 2 3, , 4 4q x x x x x x x x x= − − + . 
 
Λύση 
Θα µπορούσαµε να ορίσουµε τον πίνακα Α στο Mathematica : 
a= 881, −2, 0<, 8−2, 0, 2<, 80, 2, −1<<  
i

k

jjjjjj

1 -2 0
-2 0 2

0 2 -1

y

{

zzzzzz
 

 



και στη συνέχεια εφόσον υπολογίσουµε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του 
πίνακα Α : 
 
Eigensystem@aD  
J

-3 3 0
8-1, -2, 2< 8-2, 2, 1< 82, 1, 2< N

 
 
να ορθοκανονικοποιήσουµε την βάση του ιδιοχώρου του πίνακα Α : 
 
<< LinearAlgebrà Orthogonalizatioǹ  
p= Transpose@GramSchmidt@%%@@2DDDD  
i

k

jjjjjjjjjjjjj

- 1
3

- 2
3

2
3

- 2
3

2
3

1
3

2
3

1
3

2
3

y

{

zzzzzzzzzzzzz
 

 
Μπορούµε εύκολα να παρατηρήσουµε ότι : 
Transpose@pD.a.p 
i

k

jjjjjj

-3 0 0
0 3 0
0 0 0

y

{

zzzzzz
 

 
Συνεπώς εφαρµόζοντας τον µετασχηµατισµό : 

1 1

2 2

3 3

1 2 2
3 3 3
2 2 1
3 3 3

2 1 2
3 3 3

x y
x Py x y

x y

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= ⇔ = − ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 2 2 1 2 2
3 3 3 3 3 3
2 2 1 2 2 1
3 3 3 3 3 3

2 1 2 2 1 2
3 3 3 3 3 3

T

y x x
y x x
y x x

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⇔ = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

θα πάρουµε 

( )
2 2

2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 2 2 2 1, , 3 3 0 3 3
3 3 3 3 3 3

q x x x y y y x x x x x x⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + = − − − + + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

■ 

 
Παράδειγµα (κωνικές τοµές στο επίπεδο). 

Έλλειψη   
2 2

2 2 1x y
α β

+ = ,  , 0α β > . 

 
(Εάν α β=   τότε  έχουµε την εξίσωση του κύκλου µε κέντρο το (0,0)  και  
ακτίνα το α  ή β ) 
 



<< Graphics̀  
ImplicitPlotAx2

9
+

y2

4
1, 8x, −3, 3<, 8y, −2, 2<, AxesOrigin → 80, 0<E

 

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

 
 

Υπερβολή  
2 2

2 2 1x y
α β

− =  ή 
2 2

2 2 1y x
α β

− = , , 0α β >  

 
ImplicitPlotAx2

9
−

y2

4
1, 8x, −10, 10<, 8y, −10, 10<, AxesOrigin → 80, 0<E

 

-10 -5 5 10

-10

-5

5

10

 
 
 
Παραβολή  2x yα=  ή 2y xα= ,  
 
 
ImplicitPlotAx2 4 y, 8x, −10, 10<, 8y, −10, 10<, AxesOrigin→ 80, 0<E  

 
 



-10 -5 5 10

-10

-5

5

10

 
 
ImplicitPlotAy2 4 x, 8x, −10, 10<, 8y, −10, 10<, AxesOrigin→ 80, 0<E  
 

-10 -5 5 10

-10

-5

5

10

 
 
 

Παράδειγµα 
 
Έστω η δευτεροβάθµια εξίσωση   

 
2 25 6 5 8 0x xy y− + − = . 

 
Η εξίσωση αυτή περιέχει τον όρο του γινοµένου των δύο µεταβλητών xy και 
εποµένως έχουµε µία περιστροφή της κωνικής τοµής. 
 
p1= ImplicitPlotA5 x2− 6 x y+ 5 y2 −8 == 0, 8x, −3, 3<, 8y, −2, 2<,

AxesOrigin→ 80, 0<, PlotStyle→ 8RGBColor@0, 0, 1D<E  



-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

 
Η τετραγωνική µορφή της είναι  η 25 6 5x xy y− + . ∆ιαγωνοποιόντας την τετραγωνική 
µορφή παίρνουµε   

( )
5 3

,
3 5

T x
x Ax x y

y
−⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 

Άρα, ( )2 2
2

5 3
0 5 3 0 (2 )(8 ) 0

3 5
A I

λ
λ λ λ λ

λ
− −

− = = ⇒ − − = ⇒ − − =
− −

. Εποµένως 

2λ =  και 8λ =  είναι οι δύο ιδιοτιµές του πίνακα A.  Τα αντίστοιχα ορθοµοναδιαία 
ιδιοδιανύσµατα  είναι  

    
11
12
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  και  
11

12
−⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

 
Άρα, TD P AP=  και εποµένως T Tx Ax y Dy= . 
 
Η  διαγώνια  (νέα τετραγωνική)  µορφή είναι 

( ) 1 2 2
1 1 1 1

1

2 0
, 2 8

0 8
x

x y x y
y

⎛ ⎞⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

 
Εποµένως, 

2 2 2 2
1 1 1 12 8 8 0 2 8 8x y x y+ − = ⇒ + =  

 
∆ιαιρώντας µε το 8 παίρνουµε  
 

    
2

21
12 1

2
x y+ = , 

 
δηλαδή, έχουµε µία έλλειψη. 
 
p2= ImplicitPlotAx2

4
+ y2 1, 8x, −3, 3<, 8y, −2, 2<, AxesOrigin → 80, 0<,

PlotStyle→ 8RGBColor@1, 0, 0D<E  



-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

1

2

 
Ο πίνακας  

  
1/ 2 1/ 2 cos( ) sin( )

sin( ) cos( )1/ 2 1/ 2
P

θ θ
θ θ

⎛ ⎞− −⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

 
Άρα  η ζητούµενη γωνία είναι 45θ = . ∆ηλαδή η έλλειψη περιστρέφετε  κατά γωνία  

45θ = . 

( ) ( )
( ) ( )

0 0
1

0 0
1

cos 45 sin 451/ 2 1/ 2

1/ 2 1/ 2 sin 45 cos 45

x x x
y y y

⎛ ⎞−⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
p3= ImplicitPlot@x y, 8x, −3, 3<, 8y, −2, 2<, AxesOrigin → 80, 0<,

PlotStyle→ 8RGBColor@0, 1, 0D<D  
Show@p1, p2, p3D  

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

 
Επιστρέφοντας στις εξισώσεις των τριών  κωνικών τοµών µία ακόµα παρατήρηση 
που µπορούµε να κάνουµε είναι ότι οι εξισώσεις  αυτές δεν περιλαµβάνουν  
ταυτόχρονα  τους όρους  2x  και x  ούτε  και τους όρους 2y  και y.  Εάν λοιπόν έχουµε 
ένα από τα προαναφερθέντα ζεύγη, 2x και x  ή 2y  και  y ενώ δεν υπάρχει  ο όρος  xy, 
τότε συµπεραίνουµε ότι η κωνική τοµή  έχει υποστεί µία µεταφορά.  
 
 
 
 



Παράδειγµα (κωνικές τοµές στον χώρο) 

Ελλειψοειδές     
2 2 2

2 2 2 1x y z
α β γ

+ + =   

 
(Εάν α β γ= =   τότε  έχουµε την εξίσωση της σφαίρας  µε κέντρο το (0,0,0)  και 
ακτίνα το α  ή β  ή γ) 
 
<< Graphics̀  
ParametricPlot3D@
8Cos@uD Cos@vD, 2 Sin@uD Cos@vD, 3 Sin@vD<,
8u, 0, 2 Pi<,
8v, −Piê2, Piê2<D  
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Γραφική παράσταση της 
2 2

2
2 2 1

2 3
y zx + + =  

Παρατηρήστε ότι αν ( ) ( ) ( ) ( ) ( )cos cos , 2sin cos , 3sinx u v y u v y v= = =  τότε 

HCos@uD Cos@vDL2 +
H2 Sin@uD Cos@vDL2

4
+
H3 Sin@vDL2

9
êê Simplify

 
1 

Ελλειπτικό παραβολοειδές   
2 2

2 2

x yz
α β

= +  

ParametricPlot3DA
92 Cos@vD 

è!!!!z, 3 Sin@vD 
è!!!!z, z=,

8v, 0, 2 Pi<,
8z, 0, 5<, ViewPoint −> 81.354, −2.922, 1.040<E  
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4
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0

2
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0
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Γραφική παράσταση της 
2 2

2 22 3
x yz = +  

Παρατηρήστε ότι αν ( ) ( )2cos , 3sin ,x v z y v z z z= = =  τότε : 

SimplifyA
I2 Cos@vD 

è!!!!zM2

4
+
I3 Sin@vD 

è!!!!zM2

9
− zE

 
0 

 

Μονόχωνο υπερβολοειδές   
2 2 2

2 2 2 1x y z
α β γ

+ − =  

ParametricPlot3DA

9$%%%%%%%%%%%%%z2

9
+ 1  Cos@vD, 2 $%%%%%%%%%%%%%z2

9
+1  Sin@vD, z=,

8v, −2 Pi, 2 Pi<,
8z, −5, 5<E  
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Γραφική παράσταση της 
2 2

2
2 2 1

2 3
y zx + − =  

Παρατηρήστε ότι αν ( ) ( )
2 2

1cos , 2 1sin ,
9 9
z zx v y v z z= + = + =  τότε : 

i

k

jjjjj$%%%%%%%%%%%%%z2

9
+ 1  Cos@vD

y

{

zzzzz
2

+

i

k
jjjj2 $%%%%%%%%%%%%z2

9
+ 1  Sin@vD

y

{
zzzz

2

4
−
HzL2

9
êê Simplify

 



1 
 

Κώνος     
2 2 2

2 2 2 0x y z
α β γ

+ − =  

-5 0 5
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0

10

-10

0

10

0
0

10

 

Γραφική παράσταση της 
2 2

2
2 2 0

2 3
y zx + − =  

Παρατηρήστε ότι αν ( ) ( )cos , 2 sin , 3x z v y z v z z= = =  τότε : 

HzCos@vDL2 +
H2 zSin@vDL2

4
−
H3 zL2

9
êê Simplify

 
0 

 

∆ίχωνο υπερβολοειδές   
2 2 2

2 2 2 1x y z
α β γ

− − + =  

p1= ParametricPlot3DA

9$%%%%%%%%%%%%%%z2

9
− 1  Cos@vD, 2 $%%%%%%%%%%%%%%z2

9
−1 Sin@vD, z=,

8v, 0, 2 Pi<,
8z, 3, 10<E  
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Γραφική παράσταση της 
2 2

2
2 2 1

2 3
y zx− − + =  για [ ]3,10z∈  

p2= ParametricPlot3DA

9$%%%%%%%%%%%%%%z2

9
− 1  Cos@vD, 2 $%%%%%%%%%%%%%%z2

9
−1 Sin@vD, z=,

8v, 0, 2 Pi<,
8z, −10, −3<E  
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Γραφική παράσταση της 
2 2

2
2 2 1

2 3
y zx− − + =  για [ ]10, 3z∈ − −  

 
Show@p1, p2D  
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Γραφική παράσταση της 
2 2

2
2 2 1

2 3
y zx− − + =  για [ ] [ ]10, 3 3,10z∈ − − ∪  

 
 

Παρατηρήστε ότι αν ( ) ( )
2 2

1cos , 2 1sin ,
9 9
z zx v y v z z= − = − =  τότε : 

−
i

k

jjjjj$%%%%%%%%%%%%%%z2

9
− 1  Cos@vD

y

{

zzzzz
2

−

i

k
jjjj2 $%%%%%%%%%%%%%z2

9
− 1 Sin@vD

y

{
zzzz

2

4
+
HzL2

9
êêSimplify

 
1 

 
 

Υπερβολικό παραβολοειδές   
2 2

2 2

y x z
β α

− =  

ParametricPlot3DA

9x, y,
y2

4
− x2=,

8x, −2, 2<,
8y, −2, 2<E  
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Γραφική παράσταση της 
2

2
22

yx z− + =  για [ ] [ ]2, 2 , 2, 2x y∈ − ∈ −  

 
Παραβολικός κύλινδρος   2x ay= , 0a >  
ParametricPlot3DA
9x, x2, z=,

8x, −2, 2<,
8z, −2, 2<E  
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Γραφική παράσταση της 2x y=  για [ ] [ ]2, 2 , 2, 2x y∈ − ∈ −  
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